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Prefacio

Este protolibro tiene como finalidad presentar los contenidos tedricos nece-
sarios para el cursado de Preliminares de Matemadtica, materia comin a diversas
carreras de la Facultad de Ingenierfa de la UNLPam. Como tal, este material no
tiene cardcter innovador sino que es sélo un soporte didéctico que resulta de la
recopilacién de temas extraidos de otros textos de estudio los cuales se citan al
finalizar el apunte.
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Capitulo 1

Conjuntos Numéricos

1.1. Numeros Naturales

Los nimeros naturales son, tal como los conocemos, 1,2, 3,4, 5, .... Llamamos N
al conjunto de los nimeros naturales, es decir: N = {1,2,3,4,...}. Estos niimeros
se usan a diario para contar. Matematicamente, contar significa decir cudntos
elementos tiene un conjunto. Por ejemplo, el conjunto {a, b, ¢, d} tiene 4 elementos.
., Cudntos elementos tiene un conjunto vacio? Como un conjunto vacio no posee
ningin elemento, necesitamos un simbolo nuevo que represente la cantidad de
elementos de este conjunto. Este stmbolo es el 0. Llamamos N al conjunto de los
nimeros naturales con el cero, o sea: Ng = {0, 1,2, 3,4...}.

1.1.1. Operaciones en el conjunto de los Nimeros Natu-

rales
El conjunto de los nimeros naturales tiene dos operaciones importantes: suma
y producto. La suma y el producto de niimeros naturales son operaciones que
verifican las siguientes propiedades.

Propiedades de la Suma: Sean a,b,c € N
1. Propiedad asociativa: a+ (b+c¢) = (a+b)+c
2. Propiedad conmutativa: a+b=0+a
Propiedades del Producto: Sean a,b,c € N

1. Propiedad asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)



CAPITULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS

2. Propiedad conmutativa: a-b=1>0-a

3. El 1 es el elemento neutro para el producto, es decir: 1.a = a.1 = a

Propiedad Distributiva del Producto respecto de la Suma Las opera-
ciones de suma y producto estdn relacionadas por:

a(b+c¢) =ab+ ac

Notemos que la suma no tiene elemento neutro en N, aunque sf en Ny: el 0, ya
quea+0=0+a

Ejemplo 1.1 Veamos como se pueden usar estas propiedades para calcular, por
ejemplo, el cuadrado de la suma de dos nimeros naturales:
(a+b)* = (a+b)(a+b) P. Distributiva
=(a+bla+ (a+b)b P. Distributiva
=a.a+ ba + ab+ b.b
=a%+ab+ ab+ V? P. Conmutativa del producto
= a® + 2ab + b?
De esto se deduce la identidad (a + b)? = a® + 2ab + b* la que resulta de gran
utilidad al momento de calcular el cuadrado de un binomio.

Ejercicio 1.2 Encontrar una férmula para calcular (a + b)3.

1.2. Numeros Enteros

1.2.1. Las operaciones y sus propiedades.

Para continuar con el estudio de los niimeros, consideremos Ny el conjunto
de los nimeros naturales y el cero, y pensemos lo siguiente: sabemos que dos
nimeros naturales se pueden sumar y se obtiene como resultado otro nimero
natural; también se pueden multiplicar y el resultado es un nimero natural. Por
ejemplo, 13+ 15 =28 € N y 13- 15 = 195 € N. Ademds, si quisiéramos restar
uno de otro, por ejemplo, hacer 15 — 3 también se puede dentro del conjunto N,
es decir 15 —3 =12 € N.

Una situacién cotidiana que refleja esta situacién matemdtica es la siguiente:
si Matfas tiene 16 figuritas, Pablo le puede pedir prestadas 12 y a Matias ain le
quedan 4. En cambio, si Matias tuviera sélo 10 figuritas, Pablo no deberia esperar
que le preste 12 porque no tiene més de 10. Es decir, jqué ocurre si queremos
efectuar la operacion de resta en el otro sentido, o sea, 10 — 127 ;A 10 se le puede
sacar 127

Veremos enseguida que, en realidad, si se puede efectuar esta operacion, pero
el resultado ya no es un nimero natural.

10 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



1.2. NUMEROS ENTEROS

Recordemos que la operacion suma dentro de Ny tiene al cero como elemento
neutro porque a +0 = a y 0 + a = a para todo nimero natural a. Pero ningin
nimero natural tiene un inverso dentro de Ny respecto de la suma (con inverso de
a nos referimos a un elemento b tal que a + b = 0). La pregunta es qué tipo de
nimeros deberfamos agregarle a N, para que todo elemento tenga inverso respecto
de la operacién suma.

En nuestro ejemplo, si Matias tuviera 10 figuritas, Pablo podria pedirle las 10
y en este caso, Matias no se quedaria con ninguna. Es decir, 10 — 10 = 0, o mejor
dicho, 10 4+ (—10) = 0 que no es un natural pero si pertenece a Ny. Agreguémosle
entonces a Ny todos los opuestos aditivos de sus elementos: el —1, el —2, etcétera.
Llamaremos al nuevo conjunto que construimos de esta forma, conjunto de los
nimeros enteros y lo denotamos con la letra Z.

A partir de la construccién anterior:

Z={.-3-2-101,23,.}

y como vemos, contiene a N y a Np.

Asi dentro de Z cualquier n € Z tiene un inverso respecto de la suma al que
llamaremos su opuesto. Veamos entonces que la pregunta anterior tiene respuesta
dentro de Z pues ahora podemos realizar la resta o diferencia de cualquier par de
nimeros enteros, por ejemplo en nuestro caso particular 10 — 12 que serd calculado
como 10 — 12 = 10 4 (—12) = —2. Es decir, si Matias tuviera diez figuritas, le
faltarfan dos para poder prestarle 12 a su amigo. Luego como vemos en el ejemplo
la conocida diferencia entre 10 y 12 resulta de hacer la operacién suma entre 10 y
el opuesto aditivo de 12.

Ejemplo 1.3 Pitdgoras, filésofo y matemdtico griego, nacié aproximadamente en
el ano 582 a.C. y vivid 75 anos; sen qué ano murié? Si Pitdgoras nacid en el ano
582 a.C., es decir, 582 anos antes del ano cero, y vivid 75 anos, entonces muric 75
anos mds tarde de su ano de nacimiento, es decir que murid en el ano 507 a.C. y la
respuesta es facilmente calculada haciendo el siguiente cdlculo: —582+ 75 = —507.

Ejercicio 1.4 Calcular qué diferencia de altura hay desde la cima del Aconcagua,
que se halla a 6959 metros sobre el nivel del mar, hasta el fondo de la laguna del
Carbon, en la provincia de Santa Cruz, donde el altimetro marca 105 metros bajo
el nivel del mar.

Ampliado el conjunto de los nimeros naturales a este nuevo conjunto numérico,
debemos redefinir la operacién suma para poder realizarla ahora entre dos nimeros
enteros. La suma se realizard facilmente de acuerdo a las siguientes reglas:

= Si ambos nimeros tienen igual signo entonces simplemente se suman (con-
siderendo los valores sin signo, realizamos la suma natural conocida) y el
resultado llevard el signo que tienen los elementos que intervienen en la op-
eracion.

11 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



CAPITULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS

= Si los nimeros tienen distinto signo se efectia la diferencia entre ellos (con-
siderando los nimeros sin signo hacemos la diferencia del elemento mayor
menos el menor) y el resultado llevara el signo del elemento mayor.

Ademis, en el conjunto de los niimeros enteros podemos sumar y restar sin
salir de él. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.5 972 4 396 = 968 — 572 — 396 = —968
572 — 396 = 176 396 — 572 = —176

Producto de niimeros enteros El ingrediente nuevo que aparece al multiplicar
nimeros enteros es el signo: jcémo calculamos 3 - (—2)?

Asi como para los nimeros naturales el producto 3-2 significa sumar dos veces 3,
que es 3+3 = 6, el producto 3- (—2) significa restar dos veces 3, o0 sea: —3—3 = —6.

De aqui surge la conocida regla de que para multiplicar un niimero positivo por
otro negativo: el resultado es un nimero negativo.

., Cémo calculamos (—3) - (—2)? En este caso, debemos restar dos veces —3, o
sea: —(—3) — (—3) = 6. De esta manera deducimos que el producto de dos niimeros
negativos es un nimero positivo.

Para multiplicar “ntimeros con signo” hay que respetar entonces las siguientes
reglas:

El producto de niumeros de igual signo + ©) + = +
dara por resultado un nimeero positivo.

P P - o mm = +
El producto de wiumeros de distinto + O mm = mm
sigwo dart por resultado un nivmero
negativo. - O + = ==

Propiedades en Z

Las operaciones de suma y producto de Nimeros Enteros son cerradas en Z,
esto significa que dan por resultado otro nimero entero. Ademas dichas operaciones
verifican las siguientes propiedades:

Sean a, b, c € Z,

1. Asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+¢)
2. Conmutativa de la suma: a +b=b+a
3. Existe 0 € Z tal que para todo a € Z se verifica: a+0=0+a=a

4. Para cada a € Z, existe un tnico elemento al que llamaremos —a € Z tal
que a+(—a) =0

5. Asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c)

12 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



1.2. NUMEROS ENTEROS

6. Conmutativa del producto: a-b=0b-a
7. Existe 1 € Z tal que para todo a € Z se verifica:a-1=1-a=a

8. Distributiva del producto respecto de la suma: (a +b)-c=a-c+b-c

Ejemplo 1.6 Resolvamos el siguiente cdlculo combinado, utilizando las propiedades
vistas anteriormente:
(=3)-(-15+12-5)+9 =

Solucion:

Para resolver cualquier cdlculo combinado primero debemos separar el mismo
en términos. A continuacion se resuelven los paréntesis, corchetes y llaves, en
caso de existir, comenzando por los productos, luego las sumas, y acorde a las
reglas vistas en cada caso. Finalmente resolvemos las multiplicaciones y luego las
sumas sequn los resultados obtenidos.

(=3):(-15+12-5)+9 =(-3)- (—15+60)3L9

S b e

135 49

Ejercicio 1.7 Resolver los sigiuentes cdlculos combinados:
a) 3—[b—(-114+2—-3+2+1)+8 —9=
b) -6 —{-17—[6—(—2+5)—5] -8} —-2=

Solucion:

a) —28 b) 15

1.2.2. Divisibilidad y algoritmo de la divisién

Imaginemos que tenemos una tableta de chocolate de seis cuadraditos que dos
amigos quieren compartir por igual. Esta operacién puede realizarse conveniente-
mente, y a cada uno le tocan tres de las seis partes que tiene la tableta. Ahora,
imaginemos que tenemos 7 lapiceras que queremos repartir entre los dos amigos.
Es claro que, para que a cada amigo le toque la misma cantidad, podemos darle
tres lapiceras a cada uno pero sobra una lapicera, es decir, la lapicera sobrante
no puede partirse. La division es la operaciéon que permite averiguar cudntas veces

13 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



CAPITULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS

un nimero, el divisor, estd contenido en otro niimero, el dividendo. Por ejemplo,
el 2 estd 3 veces en el 6, porque 3 -2 = 6, entonces 6 dividido 2 es igual a 3. En
este sentido, la divisién es la operacion inversa de la multiplicacién. Se denomina
cociente al resultado entero de la division. Si la divisién no es ezacta, es decir, el
divisor no estd contenido un niimero exacto de veces en el dividendo, la operacién
tendra un resto. En el caso de las lapiceras, si se divide 7 por 2 se obtiene un
cociente de 3 unidades y un resto de 1 unidad, lo que también puede expresarse
como: 7 =3-2+ 1.

Definicién 1.8 Si a,b € Z decimos que a divide a b si existe ¢ € Z tal que
b= q- a, donde q es el cociente de la division de b por a.

Para expresar simbélicamente este hecho, se escribe a|b. También se dice que b
es divisible por a, o que a es un divisor de b.

Algoritmo de divisién
Para efectuar la divisién de un nimero natural por otro y obtener la expresion:
dividendo = cociente . divisor + resto

el procedimiento es el que aprendimos en la escuela primaria. Por ejemplo: para el
dividendo 4712 y divisor 23 tenemos:

4712 | 23
46 | 502
11
00
19

El algoritmo de divisién exige que el resto sea siempre no negativo, es decir,
positivo o cero. Podemos entonces sintetizar lo visto en el siguiente enunciado:

"Dados los enteros n y d, con d # 0, el algoritmo de division es el procedimiento
que permite escribir de manera tinica n = qd + r donde 0 < r < |d|. Los niimeros
q y r se dicen el cociente y
el resto, respectivamente, de la division de n por d.

Nota 1.9 La expresion |d| indica considerar el nimero d sin signo, es decir, pos-
1tivo.

Ejemplo 1.10 2 divide a 2 (en efecto, existe 1 € Z tal que 2 = 1- 2). También
2 divide a 4, a 6, a 8, a 20, y a todos los nimeros pares. Justamente, un nimero
es par si es divisible por 2, es decir, el resto de dividir a un nimero par por 2 es
cero. Luego, sin € Z es par, entonces n = 2k para algin k € Z.

14 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



1.2. NUMEROS ENTEROS

Ejercicio 1.11 ;Coémo se puede describir a todos los nimeros impares?

Hasta el momento hemos trabajado con nimeros naturales, sin embargo en Z,
debemos tener en cuenta algunas consideraciones de signo, para ello analicemos el
siguiente:

Ejemplo 1.12 FEn el ejemplo anterior 4712 = 204 - 23+ 20 lo que indica que 4712
dividido 23 da por cociente 204 y por resto 20, verificindose efectivamente que
0 <20 <23,

» ;Qué ocurre si queremos dividir 4712 por —237

Pues en este caso
4712 = 204 - 23 + 20 = (—204)(—23) + 20

ya que 204 - 23 = (—204)(—23). Lo que nos dice que 4712 dividido —23 tiene

por cociente —204 y por resto 20, verificindose nuevamente que 0 < 20 < 23
» ;Y si queremos hacer —4712 dividido 237

Multiplicando la 1gualdad 4712 = 204-234-20 a ambos lados por —1 obtenemos

—4712 = —204 - 23 — 20 = (—204) - 23 + (—20)

sin embargo este procedimiento no nos sirve para escribir la division entera
a menos que quien esperamos que sea el resto de la misma sea positivo. A
tal efecto sumaremos 0 = 23 4+ (—23) en el segundo miembro de la igualdad
obteniendo:

—4712 = (—204) - 23 — 20 + 23 + (—23)
= [(—204) + (=1)] - 23 + [(—20) + 23]
— (—205) - 23 + 3

Luego —4712 = (—205) - 23 4 3. De donde el cociente de dividir —4712 por
23 resulta —205 y el resto 3, verificaindose una vez mds 0 < 3 < 23.

Ejercicio 1.13 Efectuar las siguientes divisiones e indicar cociente y resto:

1. Dividendo: 68 Divisor: 63

2. Dividendo: —13687 Divisor: —25
3. Dividendo: 365 Divisor: —31

4. Dividendo: —618 Divisor: 3

15 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



CAPITULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS

Propiedades de la nocién de divisibilidad Para cada a,b,c € Z, no nulos
valen:

1. 1la, ala, —1|a y —ala.
2. Sialby bla entonces a =b o a = —b.
3. Sialby b|c entonces alc.

El 1 tiene exactamente dos divisores, que son 1 y —1. Los demds enteros n
distintos de 0, de 1 y de —1 tienen por lo menos cuatro divisores, que son el 1, el
—1, el mismo n, y su opuesto —n, como indica la propiedad 1, aunque claramente
pueden tener mas divisores.

Ejemplo 1.14 Como indica la propiedad 3, si 612 y 12|24 entonces 6|24. El ejem-
plo nos muestra una aplicacion en la que se verifica la propiedad citada.

Ejemplo 1.15 Dado 32 un nimero entero entonces estamos sequros que 1, —1,32
y —32 dividen al nimero dado, como indica la porpoiedad 1. No estamos diciendo
que estos sean los tnicos divisores de 32, pues de hecho también 8,16 y otros
valores dividen a 32; aunque st nos asequra la existencia de al menos esos cuatro
divisores iniciales.

1.2.3. Teorema fundamental de la aritmética

Definicién 1.16 Un nimero entero se dice primo si tiene exactamente cuatro di-
visores distintos; en otras palabras, n € Z es primo si y solo si sus unicos divisores
son 1,—1,n y —n y éstos son todos distintos entre si. Un nimero entero distinto
de 1,—1 y 0 que no es primo se dice compuesto.

La razon del nombre compuesto, como veremos enseguida, es quesin # 1, —1,0
no es primo, entonces n es un producto de primos. El 1 no es primo. Los primeros
primos positivos son

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, ...

Ejemplo 1.17 Los divisores de 6 son 1,2,3,6 y sus opuestos, —1,—2, -3 y —6;
es decir que 6 tiene ocho divisores en total. En particular, 6 no es primo. En
cambio, los unicos divisores de 7 son 1,7 y sus opuestos, —1 y —7; por lo tanto, 7
es primo.

Proposiciéon 1.18 St un primo p divide a un producto de dos enteros, entonces
p divide a alguno de los factores.

Teorema 1.19 Teorema Fundamental de la Aritmética. Todo n € Z,n #
0,1, —1, se factoriza como producto de primos y esta factorizacion es inica, salvo
por el orden de los factores.

Corolario 1.20 Todo nimero natural compuesto n es divisible por algin nimero
primo estrictamente menor que él.

16 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



1.2. NUMEROS ENTEROS

Ejemplo 1.21 ;Cdémo obtener la descomposicion en factores primos de un entero
dado? Calculemos la factorizacion de 360; el procedimiento consiste en dividir
sucesiwamente por los primos positivos, en orden, empezando por el 2, tantas veces
como sea posible, o sea:

360 | 2

180 | 2

90 | 2 Luego la descomposicion
45 18 de 360 en factores
15 | 3 primos serd:

5 5 360 =23.32.5

1

Observacion 1.22 La descomposicion en factores primos nos da la posibilidad
de calcular todos los divisores de un nimero, en el ejemplo anterior podemos cal-
cular los divisores de 360, conjunto que notaremos D(360) haciendo los distintos
productos entre los primos que lo componen:

D(360) | Primos D(360) | Primos D(360) Primos
1 — 9 3-3 24 2:2-2-3
2 2 8 2:2-2 60 2:2:-3-5
3 3 12 2:2-3 40 2-2-2.-5
) ) 20 2:2-5 90 3:3:-2-5
6 2-3 18 2-3-3 72 2:2-2-3-3
10 2:5 45 3:-3-5 120 2:2-2-3-5
15 3-5 30 2:-3-5 180 2:2-3-3-5
4 2.2 36 2:2-3-3 360 2:2-2-3-3-5
Luego

D(360) = {1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360}

Notemos que solo pusimos los divisores positivos de 360 aunque asumimos que los

opuestos de los valores mencionados también dividen a 360.

Observacion 1.23 La factorizacion prima de un entero negativo es la de su op-
uesto aditivo multiplicada por —1.

1.2.4. Maximo comin divisor

Ademis de poder averiguar todos los divisores de un nimero, a veces es im-
portante conocer los divisores comunes de dos enteros para dar respuesta a la
pregunta, ;cudnto vale el divisor mds grande de ambos? Por ejemplo, los divisores
positivos de 54 forman el conjunto:

D(54) ={1,2,3,6,9,18,27,54}

Por otra parte, los divisores positivos de 60 son:

D(60) = {1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30,60}

17 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



CAPITULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS

Notemos que los naturales 1,2,3 y 6 estdn en ambos conjuntos, es decir, que
son divisores comunes de 54 y 60, de los cuales el maximo es el 6. En otras palabras,
6 es el méaximo comun divisor de 54 y 60; lo denotamos asi:

MCD(54,60) =6 o bien (54 : 60) = 6

Precisemos la definicién usando el concepto de divisibilidad:

Definicién 1.24 Dados a y b en Z, ambos distintos de cero, el maxrimo comin
divisor de a y b es un nimero natural d que verifica:

1. dla y d|b.
2. Sic € Z es cualquier otro entero tal que cla y c|b, entonces c|d.

La primera condicién de la definicién exige que d sea divisor de a y de b; la
segunda, que sea el méximo entre todos los divisores comunes de a y b, ya que
cualquier otro divisor comun c¢ divide a d.

Ejemplo 1.25 Estudiemos otro ejemplo: calcular d, el mdximo comin divisor de
252 y 360, a partir de sus descomposiciones primas.
Efectuemos las factorizaciones:

252 =2%2.3%.7 y 360=2%.32.5

entonces 2 y 3 dividen a ambos nimeros. Notar que, en realidad, 22 y 3% dividen a
ambos, dado que aparecen en sus descomposiciones; no asi 23, que estd sdélo en la
factorizacion de 360 pero no en la de 252. Por lo tanto: 2° - 3% divide a d. Es decir
que, dado que el 2 aparece en la descomposicion prima de 252 con exponente 2, y
el 2 aparece en la descomposicion prima de 360 con exponente 3, el 2 aparece en
la descomposicion prima de d con exponente 2, que es el exrponente mds chico de
los dos. Andlogamente, 3% aparece en la factorizacion en primos de d. Mas ain:
d = 2% .32 de lo contrario, deberia haber algin otro primo que divida a d, pero
como d divide a 252 y 360, un primo tal también dividiria a 252 y 360; pero ya
vimos que los 1inicos primos que los dividen a ambos son 2 y 3 y vimos también
cudl es la mazrima potencia de cada uno de estos primos, que divide tanto a 252
como a 360.

Observacion 1.26 El mdzrimo comun divisor es el producto de los primos co-
munes elevados a su menor exponente.

Ejemplo 1.27 En una bodega hay 3 toneles de vino, cuyas capacidades son: 2501,
3601, y 540l. Su contenido se quiere envasar en cierto nimero de garrafas iguales.
Calcular las capacidades mdximas de estas garrafas y el nimero de garrafas que
se mecesitan.

Solucion:

Para hallar la capacidad mdzima de las garrafas debemos ver cudl es el valor
maximo en que se pueden dividir simultaneamente 250, 360 y 540 litros de vino,
es decir buscamos MC'D(250,360,540). Para ello necesitamos la descomposicion
de cada valor en factores primos.
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250 | 2 360 | 2 540 | 2

125 | 5 180 | 2 270 | 2

25 |5 90 |2 135 | 3

) ) 45 |3 45 |3

1 15 |3 15 |3
) ) ) )
1 1

De donde: 250 =2-5*  360=2%-3>.5  540=2%.3%.5

Y por lo tanto M CD(250,360,540) =2 -5 = 10

De alli se deduce que las garrafas deberdn tener una capacidad mazxima de 101.
Esto implica que se necesitan 25, 36 y 54 garrafas de vino, lo que suma un total
de 115 garrafas.

Por lo tanto se necesitan en total 115 garrafas de 10l cada una para envasar el
vino de los tres toneles.

1.2.5. Minimo comin muiltiplo

Para lograr un rendimiento optimo, la fabrica X recomienda a los propietarios
de sus autos cambiar el aceite cada 6.000km y el liquido refrigerante cada 8.000km.
¢Cudl es la cantidad minima de km al cabo de la cual hay que renovar los dos
liquidos a la vez?

La respuesta a esta pregunta es una cantidad n de km tal que coincida el cambio
de aceite con el de liquido refrigerante; es decir que, en miles de km, n debe ser 6 ¢
12 ¢ 18, etcétera para que toque hacer un cambio de aceite y, por otra parte, n debe
ser 8 0 16 ¢ 24, etcétera para que sea necesario efectuar un cambio de refrigerante.
Es decir que: n debe ser a la vez miiltiplo de 6 y de 8. ;Cudl es el natural que
mas facilmente cumple esta condicion? Seguramente 48, que es igual a 6 por 8,
es el primer ejemplo que nos viene a la mente; claramente es un mailtiplo tanto
de 6 como de 8, pero no necesariamente es el mas chico entre todos los maltiplos
comunes. En otras palabras, n debe ser a la vez miltiplo de 6 y de 8 y, entre todos
los mailtiplos de 6 y de 8, nos interesa el minimo. Si pensamos cuidadosamente, nos
damos cuenta de que el minimo natural que satisface estas condiciones es n = 24,
en unidades de miles de km. La respuesta es que cada 24,000km corresponde
renovar los dos liquidos para optimizar el rendimiento. Decimos entonces que 24
es el minimo comin mailtiplo de 6 y 8 y denotamos: mem(6,8) = [6 : 8] = 24

Definicién 1.28 Dados enteros a y b, un nimero natural m se dice el minimo
comain multiplo de a y b si verifica:

1. a|m y blm.

2. Si m/ es otro natural tal que a|m/ y b|lm/, entonces m|m/.

La primera condicién de la definicion exige que m sea multiplo de a y de b; la
segunda, que sea el minimo entre todos los multiplos comunes de a y b, ya que
cualquier otro muiltiplo comtin m’ es dividido por m.
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Proposicion 1.29 Sean a y b nimeros naturales, entonces el producto de a y b
es igual al producto de su mdximo comun divisor y su minimo comin mailtiplo. En
simbolos, esta igualdad se expresa como: ab = [a : b] - (a : b)

Corolario 1.30 Sean a y b nimeros naturales, entonces el minimo comun mailti-

plo de a y b es igual al cociente entre el producto de a y b y su mdzrimo comin
ab

(a:b)

divisor. En simbolos, esta igualdad se expresa como: [a : b] =

Ejemplo 1.31 Calculemos m, el minimo comiun mailtiplo de 252 y 360, a partir
de sus descomposiciones primas.

Como ya efectuamos anteriormente sus descomposiciones en factores primos,
sabemos que:

252 =2%.32.7 y 360=2%.32.5

El maltiplo comin a ambos debe tener todos los factores primos que aparecen
en una y otra descomposicion, es decir m debe ser divisible por 2,3,5 y 7. Ademds
el valor buscado tiene que ser divisible por 252 y 360 con lo cual debe ser mayor a
ellos, esto nos indica que los primos involucrados en la factorizacion de m no sélo
deben ser todos los que aparecen en 252 y en 360 sino que deben estar elevados a
su mayor potencia. De donde m = 23 .32 .5 .7 = 2520.

Nota 1.32 Observemos del corolario que entonces que el minimo comun mailtiplo
es el producto de los primos comunes y no comunes elevados a su mayor exponente.

Ejemplo 1.33 Un faro enciende su luz cada 12 sequndos, otro cada 18 segundos
y un tercero cada minuto. A las 6,30H de la tarde los tres coinciden. Averigua las
veces que volveran a coincidir en los cinco minutos siguientes.

Solucion:

Los tres faros encienden sus luces cada 12,18 y 60 sequndos. St a las 6,30H se
encienden los tres al mismo momento entonces debemos ver cuando estos sequndos
vuelven a coincidir, y para ello buscaremos el mem(12,18,60). Para hallarlo en
primer lugar debemos factorizar en producto de sus factores primos cada valor.

12 ] 2 18 | 2 60 | 2

6 |2 9 |3 30 | 2

3 |3 3 |3 15 |3

1 1 5 |5
1

De donde: 12 =22-3 18 =2-32 60=22.3-5

Y por lo tanto mem(12,18,60) = 22 - 32 -5 = 180, es decir que las tres luces
de los faros se encienden juntas cada 180 sequndos, lo que se corresponden a 3
minutos. Por lo tanto, en los siguientes cinco minutos de pasadas las 6,30H las
luces coincidiran solo una vez mas a las 6,33H.
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Ejercicio 1.34 Maria quiere dividir una cartulina de 40cm de largo y 30cm de
ancho en cuadrados iguales, tan grandes como sea posible, de forma que no le sobre
ningin trozo de cartulina. ;Cudnto medirdn los lados de los cuadrados obtenidos?

¢ Cudntos cuadrados puede hacer con una cartulina? Solucion: resultan 12 cuadra-
dos de 10cm de lado.

Ejercicio 1.35 Luis va a ver a su abuela cada 12 dias, y Ana cada 15 dias. Hoy
han coincidido los dos. ;De aqui a cudntos dias volverdn a coincidir en casa de su
abuela?Solucion: 60 dias.

Ejercicio 1.36 Un autobus pasa por una parada cada 18 minutos, otro cada 25
minutos y un tercer autobus cada 36 minutos. Si a las 9H de la manana han
pasado en ese lugar los tres autobuses a la vez. ;Cuantas horas minimo tienen que
pasar para que vuelvan a parar los tres simultaneamente? ;A que hora vuelven a
coincidir? Solucion: pasaran 15 H hasta que vuelvan a encontrarse.

Ejercicio 1.37 Fwva tiene una cuerda roja de 15m y una azul de 20m. Las quiere
cortar en trozos de la misma longitud, de forma que no sobre nada. ;Cudl es la
longitud mdzima de cada trozo de cuerda que puede cortar? ;Cudntos trozos obtiene
luego de los cortes? Solucion: resultan 7 trozos de 5m.

1.3. Numeros Racionales

Dos amigos deciden participar de un torneo de beach voley en el cual no tienen
un buen desempeno. Por eso, les dan como premio consuelo un sélo sandwich de
milanesa para compartir entre ambos. ;Cémo hacen para repartir el premio entre
los dos? La respuesta resulta bastante simple si estamos acostumbrados a trabajar
con nimeros. Deberfan tomar medio sandwich cada uno, pero ;qué quiere decir la

mitad?, ;qué representa el niimero —=?

En la primera secciéon estudiamos los niimeros naturales y vimos aplicaciones
de los mismos a distintos problemas. En la segunda seccién vimos la utilidad que
presenta agregar al conjunto de los nimeros naturales un elemento neutro (el cero)
y un opuesto aditivo para cada nimero natural y obtuvimos el conjunto de niimeros
enteros. Como el conjunto de niimeros naturales tiene dos operaciones importantes,
podemos tratar de agregar inversos para el producto. No hay manera de construir
un conjunto que contenga los enteros y en el cual, ademés cada niimero distinto de
cero tenga inverso multiplicativo ya que el nimero debe ser no nulo pues 0.b = 0
para todo valor de b. Tratemos entonces de agrandar el conjunto de niimeros enteros
de manera tal que en el conjunto construido todos los niimeros enteros, salvo el
cero, tengan inverso multiplicativo. La manera intuitiva de hacerlo es considerar

. . n
fracciones, esto es cocientes de la forma 7 donde n y d son enteros y d no es cero

(dado que el cero no puede tener inverso pues para cualquier a, 0-a =a -0 = 0).
En tal expresion, al nimero n se lo llama numerador y al nimero d se lo llama
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denominador de la fraccién. Tenemos una buena interpretaciéon de las fracciones,
la fraccién é representa tomar el elemento unidad 1 y partirlo en d pedazos iguales
y tomar uno de esos pedazos. Siguiendo la definicién de los nimeros naturales, si
n es positivo, la fraccién % representa tomar n veces la fraccién é .

Si nos detenemos a jugar con las fracciones, vemos que hay un problema en la
definicién que dimos. La fraccién % representa tomar la mitad de la unidad, y la
fraccion % representa tomar tres veces la sexta parte de la unidad. Como vemos
fracciones distintas representan la misma cantidad, como en la figura siguiente...

1 3
2 foo 6
&

A pesar de que la definicién formal de nimero racional la daremos més adelante,
los niimeros racionales representan cantidades. Es por esto que la idea de que un
nimero racional es una fraccién no es del todo correcta, porque fracciones distintas
pueden representar el mismo mimero racional.

Dentro de todas las fracciones que representan el mismo niimero, hay una que
se destaca sobre las otras y a la cual llamaremos irreducible.

Definicién 1.38 La fraccion % es irreducible si b es positivo y MCD(a,b) = 1.

Proposicion 1.39 Toda fraccion es equivalente a una unica fraccion irreducible.

Proposicién 1.40 Si { es irreducible y 3 es equivalente a &, entonces ¢ y d son

un maltiplo entero de a y de b, o sea hay un niumero entero m tal que ¢ = am y
d = bm.

Observacién 1.41 Sean § y 5 dos fracciones, para que sean equivalentes, por la
propiedad citada arriba, el numerador y el denominador de una de ellas debe ser

a

miltiplo de la otra. De aqui podemos deducir que: si § y 5 son equivalentes entonces

% = g—g pues a denominadores iquales su numerador también debe coincidir. Luego,

a

. c . . : o
dos fracciones 3 y < son equivalente si verifican que ad = cb.

Ejercicio 1.42 Indicar cuales de los siguientes pares de fracciones son equiva-
lentes. Hallar la fraccion irreducible equivalente a cada fraccion dada.

5 10
1. 36 Y %
32
153

2

3 13y1530
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1.3.1. Las operaciones y sus propiedades

Cuando extendimos los nimeros naturales para obtener un conjunto en el que
(ademds de los naturales) cada elemento tenga un opuesto aditivo, lo hicimos de
manera tal que se mantengan las operaciones inducidas en N de suma y producto y
sus propiedades. Andlogamente, si extendemos el conjunto Z a un nuevo conjunto
numérico QQ para que cada entero no nulo tenga un inverso multiplicativo, debemos
definir nuevamente las operaciones suma y producto de tal manera que aplicadas
a nimeros enteros los resultados no varfen y ademads se mantengan las propiedades
antes vélidas. Definimos entonces:

Definicién 1.43 El producto de dos fracciones 3 y < lo definimos como:

ac ac

bd  bd
; .ab _ ab __
Notemos que si a,b € Z entonces: {7 = {7 = ab

Definicién 1.44 Dadas dos fracciones % Y 5 podemos definir su suma como:

a+c_ad+bc_ad+bc
b d bd bd  bd

Notemos que si a,b € Z entonces: § + % = “11—4“111’ =a+b

Propiedades de la suma y el producto de Niimeros Racionales

a c €

Sean VAT €Q
1. Asociativa de la suma: (% + 2) + ; = % + <§ + ?)
2. Conmutativa de la suma: % + CEZ = CEZ + %

3. Existe 0 € Q tal que para todo % € Q se verifica: % +0=0+ % = %

a —a
4. Para cada — € Q, existe un tnico elemento al que llamaremos e e Q tal

e _ (2.5)
fFob \d f

a
6 .
a
b

a —a
24120
queb+ b

N———

5. Asociativa del producto: (% . 5

o

6. Conmutativa del producto: % o

c
d
. a i a a a
7. Existe 1 € Q tal que para todo 7 € Q se verifica: 7 1=1- 753
a
8. Para cada — € Q, no nulo, existe un tnico elemento al que llamaremos

a1 D a b
<E> :athalqueg-azl
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9. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:
(a N c> e a e N c e
b d) f b f d f

Nota 1.45 A partir de las definiciones de suma y producto podemos establecer
una regla para el cilculo de diferencias y cocientes como sigue:

<C)—1 _a d
d/ b ¢
Ejemplo 1.46 Las propiedades anteriores nos permiten la fdcil resolucion entre

otras cosas de ecuaciones y cdlculos combinados. Veamos un ejemplo de los men-
cionados cdlculos:

£
d

D4 -

ropiedad Distributiva

o AR WERCI)
o AT N N
5+ B
61
21

Ejercicio 1.47 Resolver los siguientes cdlculos combinados:
W2 i+ (3-8 (D141 +4 (D)=
DI 1-5 () - {2- -1+ (104 5) - 1)) -

O R NG IR N SR

Solucion:
38 11
= b) —— c) —1
a) — ) -
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1.3.2. Porcentajes y Fraccién de un total

2
Imaginemos que tenemos una caja con 75 ldpices y queremos tomar — de ellos,

eso significa entonces dividir a 75 en cinco partes iguales y de esas partes tomar
s6lo dos. Numéricamente esa expresién representa:

27502 g5 g
5 5

Como vemos, tomar una fraccién de un total se resuelve multilpicando ambas
magnitudes. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.48 Mariana tiene $2025 1y gasto % del dinero en un jean y % de lo

que le quedaba en comprar un Libro de Aventuras. ;Cudnto dinero le queda ain?
Solucion:
En primer lugar vamos a calcular cudl fue el costo del jean. Como el mismo

representa R del total del dinero calcularemos:

2
5 2025 = 810

de donde, el jean costé $810. Luego de esa compra a Mariana ain le quedan
2025—810 = 1215 pesos, de los cuales gasto 3 en un libro de aventuras. Calculemos

ahora cudnto costo el libro: .
— 1215 =405
3

Ast, de los $1215 que tenia Mariana luego de comprar el jean, ahora sdlo le
quedan 1215 — 405 = 810 pesos.
Luego la respuesta a la preqgunta planteada serd: a Mariana aiin le quedan $810.

Ejercicio 1.49 Emilia tiene un libro de 144 pdginas. En la primera semana, luego
de comprarlo, leyo é del total del libro. La semana siguiente leyo g de lo que le
quedaba. ;Cudntas pdginas le restan leer ain? ;Qué fraccion del total representan
esas paginas? Solucion: le restan leer 22 paginas.

Ejercicio 1.50 Mariano tiene que juntar $7200 para irse de vacaciones con sus
amigos. El sélo junto % del total pero sus padres le dieron % del total por haber
aprobado todas las materias:

1. ;Qué fraccion del total junté? ;Cudnto representa esta fraccion en pesos?
2. ¢Qué fraccion le falta?

3. Si sus abuelos le regalan $1200 mds, jqué fraccion del total tiene ahora?
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El conocido término porcentaje es una forma de expresar una fraccién o parte
de un entero, tomando como entrero al 100. Es decir, tomar por ejemplo el 30 %

30
de un total significa tomar 100 partes de ese total. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.51 Los embalses de agua que abastecen a una ciudad tienen una ca-
pacidad total de 400km? y se encuentran al 27 % de su capacidad. ;Cuantos km3
de agua contienen?

Solucion:

De acuerdo a lo enunciado por el problema el embalse tiene tan sdlo el 27 %
de su capacidad total, la cual es de 400km?>. Averiguemos cudnto representa ese
porcentaje en km?3 y para ello calcularemos:

27
— 400 = 108
100

Por lo tanto, el embalse contiene 108km? de agua.

Ejemplo 1.52 Una mdquina que fabrica tornillos produce un 3% de piezas de-
fectuosas. Si hoy se han apartado 51 tornillos defectuosos, ;cudntas piezas ha
fabricado la maquina?

Solucion:

Y E13% de los tornillos del total resultan defectuosos y eso representa a
51 tornillos entonces, st llamamos T al total producido, tenemos:

3 3
— T =51 de dond T=51:—=1
100 5 e donde 5 100 700

y por lo tanto la mdquina ha fabricado 1700 tornillos, lo que responde a la
pregunta del ejemplo.

Ejercicio 1.53 Berenice ayudd a su papd a vender pizzas a domicilio durante sus
vacaciones. El ofrecié pagar a la ninia el 15% de todo lo que ella vendiera. Si al
finalizar el verano Berenice habia vendido $735,5, sCudnto le pagd su papd?

Ejercicio 1.54 En una ciudad de 23500 habitantes, el 68 % estdn contentos con
la gestion municipal. ;Cudntos ciudadanos son?

Ejercicio 1.55 Maria comprd, en una venta de saldos, mercancia por $4375. Si
al vender esa mercancia obtuvo una cantidad de $5425 ;Qué porcentaje obtuvo de
ganancia?
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1.3.3. Orden en los Nimeros Racionales

La forma de comparar ntiimeros racionales expresados como fraccién es bus-
car fracciones equivalentes con igual denominador y comparar los numeradores.
Veamos un ejemplo:

N W
ol i

Ejemplo 1.56 Ordenar en forma creciente las fracciones

)
Solucion:
Para comenzar busquemos fracciones equivalentes con igual denominador. Con-
sideraremos como denominador comin a ambas el mem(2,3) = 6, entonces las
fracciones equivalentes a las dadas, pero con igual denominador, serdn

3:3_9 4-2 8
2-3 6 3-2 6
y como tomar 9 unidades de 6 es mas grande que tomar 8 de 6, entonces resulta
4 3
que G < 6 es decir, 3 < 5

o |o
n
N |w

ol
n
w|s>

Generalicemos entonces estos resultados.

a c a c ad
Definicién 1.57 Sean —, - € Q, — < = si y sdlo si

b d b d bd = b
st ad < cb de donde:

, lo cual ocurre sdlo

a c
Z<E<:>ad<6b

11
Ejemplo 1.58 Ordenar en forma creciente las fracciones 108’

Ne)
IS

Solucion:
Para ello consideremos fracciones equivalentes a las dadas pero con denomi-
nador comin e igual a 40 = mem(10,4, 8)

11-4 44 -5 45 5-10 50

Nej

10-4 40 8.5 40 4-10 40
y como vemos facilmente en las fracciones equivalentes obtenidas, resulta:

44 _45 _ 50 o dom 1 _9_5
40 10 © 40 ¢ aonac 10 °8 1
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1.3.4. Representacion decimal de los niimeros racionales

Otra de las maneras conocidas de representar los niimeros racionales es a partir
de su desarrollo decimal.

Al estudiar los niimeros enteros vimos que los podemos representar como una
tira finita de nimeros del 0 al 9. Los niimeros racionales tienen una representacién
parecida pero la tira no tiene que ser necesariamente finita, aunque si debe tener
cierto periodo. Esto es, los nimeros racionales pueden ser representados por una
tira infinita de digitos que a partir de cierto lugar comienzan a repretirse indefinida-
mente. Claramente ambas representaciones son equivalentes y por tanto dada una
fraccién podemos encontrar la expresion decimal que representa, y al revés, dado el
desarrollo decimal de un mimero racional podemos hallar una fraccién equivalente
a tal desarrollo.

Paso de fraccion a expresion decimal

Para poder hallar el desarrollo decimal de un nimero racional dado en forma
de fraccién simplemente debemos realizar la divisién del numerador por el denom-
inador como se muestra a continuacion:

1|3 24|5 788 |90

720  8755...
10 0,333.. 40 4.8 680
10 (o) 630 778 .
o 1-03 4 500 9075
;3 21 _48-480 o
7 R 50,

Paso de expresiéon decimal a fraccién

Para pasar de la expresiéon decimal a fraccién se realiza de la siguiente manera.
En primer lugar debemos identificar si el nimero tiene o no periodo cero y en
funcién de eso evaluaremos los dos casos siguientes:

= Si el niimero racional tiene en su desarrollo decimal periodo cero entonces
una fraccién equivalente a este niimero racional se encontrard tomando como
numerador el nimero dado (considerado como nimero entero, es decir sin
coma) y como denominador un 1 y tantos 0 como nimeros haya en la parte
decimal. Por ejemplo:

953 12578 6289
0,953 1000 )18 1000 500

= Si el ndmero racional tiene periodo no nulo entonces la fraccién que buscamos
tendra:

* Como numerador: la parte entera seguida de las partes decimal periédi-
ca y no periédica menos la parte entera y decimal no periddica (todo ello
considerado como nimero entero)
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*  Como denominador: un 9 por cada decimal periédico y un 0 por cada
decimal no periédico. Por ejemplo:

1523 — 152 _ 1371 0,705 — 795 —T7 788

1,523 = _ oo
’ 900 900 990 990

Ejercicio 1.59 Resuelve :

1. Encuentra fracciones irreducibles que representen a los nimeros 0,9 y 1,0
2. Encuentra fracciones irreducibles que representen a los nimeros 2,59 y 2,6.

3. ¢Qué puedes deducir de los apartados anteriores?

Observacion 1.60 Dos expresiones decimales distintas pueden ser el desarrollo
decimal del mismo nimero real, y las expresiones con las cuales esto ocurre se
corresponden con las dadas en el ejemplo anterior.

1.4. Numeros Reales

1.4.1. Ntumeros Irracionales

Como hemos visto hasta aqui, los nimeros racionales (que incluyen a los
nimeros enteros y por tanto a los naturales también) son aquellos cuya expre-
sién decimal tiene infinitas cifras decimales que se repiten con cierto periodo. Pero
que ocurre con nimeros como, por ejemplo,

0,10110011100011110000...

Este nimero decimal es no periddico y por tanto no es un niimero racional. Al
conjunto de nimeros cuya expresiéon decimal posee infinitas cifras no periédicas
lo llamaremos conjunto de los nimeros Irracionales y lo simbolizaremos por I. La
suma y producto de nimeros iracionales puede ser racional o irracional.

El conjunto de los niimeros Reales, representados por R, es el conjunto de todos
los nimeros vistos hasta aqui, para visualizarlo podemos describirlo de la siguiente
manera:
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1.4.2. Las operaciones y propiedades

Las operaciones de suma y producto de Niumeros Reales son cerradas en R,
esto significa que dan por resultado otro nimero real. Ademds dichas operaciones
verifican las siguientes propiedades:

Sean a,b,c € R,

1.
2.

10.
11.
12.
13.

Asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+ ¢)
Conmutativa de la suma: a +b=b+a
Existe 0 € R tal que para todo a € R se verifica: a +0=04+a =a

Para cada a € R, existe un tnico elemento al que llamaremos —a € R tal
que a+(—a)=0

Asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c)
Conmutativa del producto: a-b=10-a
Existe 1 € R tal que para todo a € R se verifica:a-1=1-a=a

Para cada a € R, no nulo, existe un tnico elemento al que llamaremos
altecRtalquea-at=1

Distributiva del Producto respecto de la Suma:

(a+b)-c=a-c+b-c

Por cumplir las anteriores propiedades diremos que R tiene estructura de
cuerpo. Ademds de las anteriores, algunas otras propiedades que se verifican
en R, y que nos seran de utilidad, son las siguientes:

a+b=a+c=>b=c
a0 =0a=0
ab=0=a=0 o b=0

Sia# 0y ab=ac entonces b = c

1.4.3. El orden en los nimeros reales

Formalmente diremos que dados dos nimeros rales a y b, a es menor que b si
ocurre que b — a > 0. Sin embargo esta definicién es poco préctica a la hora de
establecer el orden entre ellos. Una forma de comparar niimeros reales es a través
de su desarrollo decimal. Supongamos por ejemplo que

x = 0,1235549 y = 0, 1234549

En este caso los primeros tres digitos después de la coma, de x y de y coinciden,
mientras que el cuarto digito de x es mayor que el de y, y por lo tanto diremos
que z > y. Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 1.61 —1,213 < 0,12 1,213 < 1,2132
—1,213 > —1,2132 0,209 < 0,210

Nota 1.62 Debemos tener cuidado y no usar este orden para comparar erpre-
stones distintas que representan el mismo niumero real, como se vio en ejercicios
anteriores. Este tipo de orden no puede utilizarse para comparar 1 y O,§ pues son
expresiones distintas para el mismo nimero real.

Propiedades del Orden en R
La relacién de orden < verifica, para todos a, b, ¢ reales, las siguientes propiedades:
1. Vale una y s6lo una de las siguientes
a<b 6 a=b 6 a>0D
a<byb<c = a<c

0<ay b<c = ab<ac

Ll S

a<0y b<c = ab>ac

5. a<b = a+c<b+c
Nota 1.63 diremos que a € R es positivo st a > 0.
Nota 1.64 [a relacion a < b indica que a < b o a =b.

Nota 1.65 entre dos nimeros reales cualesquiera a y b hay infinitos reales, en

btalqueagangb.

. ., a
particular, existe

1.4.4. La recta numérica

Un concepto fundamental que relaciona la nocién abstracta de nimero real
con la nocién geométrica de punto, es la representacién de cada niimero sobre una
recta orientada llamada recta numérica.

La recta numérica es una recta sobre la cual se elige un punto que representard
al origen de la misma (el 0), se toma otro punto a la derecha de éste que represen-
tard al 1. La distancia entre el 0 y el 1 determinard la escala de la recta y por lo
tanto es la distancia que se usard para separar cada niimero entero de su siguiente
y de su anterior. Por ltimo, se indica el sentido creciente de la recta mediante una
punta de flecha colocada en el extremo derecho de la misma. Cada punto colocado
en la recta indicard en su lugar la distancia del mismo al origen.

Como ya sabemos, los nimeros racionales no llenan la recta numérica pues
existen valores sobre la recta que no son alcanzados por ningin racional, por
ejemplo el nimero 7, aunque si es cierto que a cada nimero real se le puede
asociar un punto de la recta numérica y viceversa, a cada punto de la recta real
se le puede asociar un valor real tinico. Aunque a los efectos préacticos representar
con exactitud cualquier nimero resulte imposible, si podemos hacerlo de manera
aproximada. Veamos ahora algunos ejemlpos de cémo ubicar niimeros en la recta
real.
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Ejemplo 1.66 Marca en la recta real E
Solucion:

Para ubicar el g en la recta real debemos dividir cada unidad en 4 partes iguales
y marcar en la séptima de ellas.

o
-

[ JEN BT
ro

Ejemplo 1.67 Marca en la misma recta real % Yy %
Solucion:

En este caso deberemos dividir cada unidad primero en 5 y luego en 2 partes
iguales con lo cual vamos a dividir cada unidad en 10 = mem(2,5) para poder
marcar ambas fracciones en la misma recta real.

o

- —

L= M [%]
(g

Ejemplo 1.68 Ubica en la recta real el nimero irracional v/2.

Solucion:

Notemos que 2 = 1+ 1 y por tanto (\/5)2 = 1+1 =12+ 12 de donde
V2 =124+ 12. ;De qué nos sirven estas equivalencias? Pues por el tan conocido
Teorema de Pitdgoras, si dibujamos un tridngulo ABC' cuyos catetos AB y AC
tengan medida 1, entonces su hipotenusa AC' medird \/2, siendo éste el valor que
queremos ubicar en la recta. Para hacerlo entonces trazaremos uno de los catetos
coincidiendo con el segmento de recta [0,1] que claramente tiene medida 1, en
dngulo recto con éste trazaremos el otro cateto como se indica en la figura y por
dltimo la hipotenusa (cuyo valor es V2 ) la cual serd transportada, con la ayuda
de un compds, sobre la recta numérica para obtener respuesta al enunciado del
ejemplo.

Ejercicio 1.69 Marcar en una misma recta numérica los puntos: /3, g, % y luego
ordenar los nimeros en orden ascendente.
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1.5. Potenciacion y Radicacion

1.5.1. Potenciacion.
Definicién 1.70 Siendo a un nimero real y n un nimero entero positivo, se define
la potencia enésima de a, como el nimero real a™ resultado del producto de n
factores iguales a a.
En simbolos:
n

a = ga.a.da........ a
———

n factores

donde a se llama base de la potencia, n el exponente y a™ simboliza la potencia
enésima de a.

Ejemplo 1.71 (—5)? es la potencia dos de (=5), que se lee (—5) al cuadrado, y
su resultado es: (—5)? = (—5)(—5) =25

Ejemplo 1.72 22 es la potencia tercera de x, donde se acostumbra leer potencia
ctbica de x o = al cubo, siendo z3 = xxx.

2\° 2 2\°
Ejemplo 1.73 -3 es la potencia cibica de (—§> , cuyo resultado es <—§)

DO

Observacion 1.74 De la definicion de potenciacion enésima, deducimos:
"La potencia de un nimero sélo es negativa, cuando la base es negativa y el
exponente es impar; en los otros casos el resultado es positivo.”

Definicion 1.75 Si a es un nimero real distinto de 0 y n es un nimero entero
positivo, definimos:

|
a"t=—
an
Ejemplo 1.76
1 1
372=_="=
32 9
Ejemplo 1.77
3\ 2\ 22 8
2) \3) B 21
Ejemplo 1.78
4—1_l:1
41 4
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Propiedades de la potenciacién:

1. Propiedad distributiva respecto al producto.

Si a y b son nimeros reales y n es un nimero entero positivo, entonces:

(ab)" = a"b"

Ejemplo 1.79
((=3)z)* = (=3)*z* = 81a*

2. Propiedad distributiva respecto al cociente.

Sia€R,beR—{0} yn es un nimero entero positivo, se cumple:

() -5

2 2 2
C’ony;é():<£> :@:I—Z
Yy

Ejemplo 1.80

Observacion 1.81 La potenciacion no es distributiva con respecto a la
suma ni a la resta.

Ejemplo 1.82
(a+b)" #a"+b"

Ejemplo 1.83
(w+3)? # 2%+ 9

3. Producto de potencias de igual base.

Sia € Ry m,n son dos nimeros enteros positivos entonces:

si a # 0 la propiedad puede aplicarse para m,n enteros.

Ejemplo 1.84

(~DH(-2)(=2)72 = (-2 = (-2)7 = ~138

4. Cociente de potencias de igual base.

Sia € R— {0} y m, n son enteros, entonces:
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Ejemplo 1.85

3 5-2 3
? =3 =3° =927
Observacién 1.86 Cuando m = n resulta @ L a" " = a°; pero
a™ a™

n

a
como — = 1, entonces a® = 1.
a

Ejemplo 1.87

5. Potencia de potencia.

Sia € Ry m,n nimeros enteros positivos, se cumple:

Ejemplo 1.88

Ejercicio 1.89 Determinar cudles de las siguientes propiedades de potenciacion
estdan bien aplicadas. En el caso de ser incorrecta, corregirlo.

L. (a-b)"=a™-b" 3. (a+b)"=a"+b" 5. (@™)" = a™™

Ejercicio 1.90 Resolver los siguientes ejercicios aplicando las propiedades de po-
tenciacion:

3. (3%)°(2-3%) 7% (18)?

1. 3 <(2 : 3)1%)1 (3.22)7° 4 2
L AONEON

(O (50

wN
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Solucioén:

1.1 9. 9236 3.1 36

1.5.2. Radicacion

La potenciacién nos permite calcular la potencia de un nimero, cuando se
conoce la base y el exponente, por ejemplo:

3% = 27 = potencia ctibica de 3;
pero qué operacién nos permitird encontrar la base, cuando conocemos la potencia

y el exponente de un niimero; por ejemplo si se tiene 23 = 27, nos interesa conocer el
valor de x que al elevarlo al cubo nos da 27. Para ello damos la siguiente definicién:

Definicién 1.91 Dado un nimero entero n, mayor que 1 y un nimero real a,
llamamos raiz enésitma de a al nimero real b que cumple:

" =a

siendo n el indice de la raiz y a el radicando.
Ejemplo 1.92 23 = 8: es decir la raiz cibica de 8 es 2.
Ejemplo 1.93 Dado que (—2)° = —32, esto es la raiz quinta de (—2) es —32.

Ejemplo 1.94 Como 5% = 25 y (—5)* = 25, tanto 5 como (—5) son raices de
indice 2 de 25.

Notacion 1.95 Se denota la raiz enésima de a como /a. En particular,

Ja = +/a y se lee la raiz cuadrada de a
Ja es la ratz cubica de a, \/a es la raiz cuarta de a,

Va es la raiz quinta de a.

Ejemplo 1.96 Si b*> = —4, no existe un nimero real b cuyo cuadrado resulte
negativo. De este ejemplo se concluye la siguiente observacion:

Observacion 1.97 Si el radicando a es menor a cero, {/a estd definida sélo cuan-
do n es tmpar. No existe raiz real de indice n par de un nimero negativo.
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Propiedades de la radicacién:

Cualesquiera sean los nimeros reales a,b y los nimeros m,n enteros mayores
que 1, valen las siguientes propiedades:

npar,a>0yb>0

1. Vab= /a/b solo si { 1 impat

Ejemplo 1.98

V425 =425 =2-5=10

Ejemplo 1.99

Y8 (=27)=V8-¥/=27T=2-(=3) = —6

2.0 g:\n/—a sélo si n impary b7 0
b b npar,a>0yb>0
Ejemplo 1.100

12124 V1212t 112
64y>  \/64y2  8yP

n impar

3. (Ya)™ = /a™  sélo si {

nparya>0

Ejemplo 1.101

(V=2)" = /(=25 = Vo1 = 4

a>0
a < 0y n,m impares

4. ¥/ %/a= "t/a sélosi {

Ejemplo 1.102

\/ V64 = V64 = 2

1.5.3. Potencia con exponente racional positivo.

Hasta el momento dimos la definicién de potenciacién cuando el exponente es
un nimero entero, nos queda ahora por definir el concepto de potenciaciéon cuando
el exponente es un nimero racional.

Comenzamos primero definiendo la potenciaciéon cuando el exponente es un

numero racional de la forma —.
n

Definicién 1.103 Siendo n un nimero entero mayor que 1 y a un nimero real,
st /a es un numero real
1
an = \’75
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Ejemplo 1.10/

= Y27 =-3

wl=

(=27)

. ., m , .

Definiremos ahora la expresién a=» donde el exponente es un niimero racional

ositivo. Si la propiedad a™™ = (a™)™ vale para exponentes racionales, teniendo
9

. m ., m ..
en cuenta que el cociente — = —m, la expresiéon a» puede adoptar las siguientes
n o n

formas equivalentes:
m 1
n

aF = (ah)"

. . . . . ey, m
De aqui que deducimos la siguiente definicién para a= :

Definicién 1.105 Sean m,n mimeros enteros positivos con n > 1 y a y Va
nimeros reales, definimos:
m
an = (Ja)"

sia>0da<0yn impar, resulta ({Ya)™ = Ja™.
Ejemplo 1.106

252 = (V25)° = 5° = 125, que coincide con v/25% = V15625 = 125

Observacion 1.107 Sacar raiz y luego elevar: (Ya)™ = (an)™ = a* es iqual a
elevar y luego sacar raiz: /a™ = (am)% cuando Va es real.

1.5.4. Potencia con exponente racional negativo.

Consideremos ahora la expresién a~» con m y n enteros positivos tal que
ambos no tienen factores comunes enteros distintos que 1, las propiedades dadas
anteriormente, nos permiten escribir:

Definimos la potencia de exponente racional negativo, de la siguiente forma:

Definicién 1.108 Sean m,n niumeros enteros positivos conn > 1 y tanto a como
{/a son nimeros reales, con a # 0 :

Ejemplo 1.109

30-2 _ 1 _ 11
325 (v/32)2 22
Ejemplo 1.110
_2 _2
Sia>0: a37: ?37:a_%_(%_%):a0:1
aa”s  az2a” e
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Ejemplo 1.111 Sea x, y, a numeros reales, con a # 0. Reducimos las siguientes
expresiones, aplicando propiedades de potenciacion y radicacion.

1.
3a.3a%.(3a)™3 = 3MHE3 (2D (Producto de potencias de igual base.)
= 374
B 1
3
2.
2,5 2-(31) (5-9)
;m _yl 33 - 22y ’ (Cociente de potencia de igual base.)
T2 Y
5 —10
_ax2y3
B 2

Ejercicio 1.112 Resolver aplicando propiedades de potenciacion y radicacion. Donde
a, x, Yy y z son numeros reales positivos distintos de cero.

=13 6 r2 4 73
o2 VENC

x 3 ad

_ay -1 7.
. :) ) 2\ /x
) 8. x?\/ax

(4y°27%)~2 9.3((2-3)7" %) (3-2%)7?

23

@) ()

o
w
8
V)
N
ot
w
8
3
I

w
7N
o | DN
N—

&

©lw
—~
o | Qo
|
_

e~

ot
S
NN
— |
e | N
~ | W
w
~— |0
|
b b
N—
|
N\
—~
)
)
N O
L
SN—
S
N
|
N}

Solucién:
1. z1 4. 354245 7. 2% 10. _%
2. 1322 5.0 8. asxt
)
3 3 6. 275 +a2 9.1
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1.5.5. Notacion Cientifica
Definicién 1.113 Decimos que un nimero x estd escrito en notacion cientifica
cuando se expresa en la forma

r=a-10" donde 1 <a<10yneZ

Para entender la idea de este tema debemos considerar un concepto general, que
es que el producto entre dos nimeros se puede mantener constante atin modificando
esos nuimeros o esos factores. Por ejemplo, si tenemos:

6-4=24
y cambiamos el 6 por 8 y el 4 por 3, el producto también nos da:
8-3=24

es decir se mantiene el producto; pues la idea es que al aumentar un nimero, el
otro debe disminuir en la misma proporcién para que el producto sea el mismo.
Este es el concepto general que se va a utilizar para llevar un nimero muy grande
o un nimero muy chico a expresarlo en notacién cientifica.

Por ejemplo, supongamos que queremos escribir el nimero 2400 en notacion
cientifica; siguiendo el concepto general:

Se considera el siguiente producto:

2400 - 10° = 2400

Ahora lo vamos a multiplicar por 10 y dividir por 10, para no modificar el valor
por el que se partié. La idea de dividir por 10 es para indicar, con esto, que la
coma se corre un lugar.

2400

~——.10°-10 =24
o L0210 00
S~~~ 101

\240 ,

~~
240-10 = 2400

Nuevamente multiplicamos por 10 y dividimo por 10 el producto obtenido:

240
—.10.10 = 2400
10 ~~~~
S~ 102
24
—_——
24.102 = 2400

Nuevamente multiplicamos por 10 y dividimos por 10 el producto obtenido:

24

=~ 10%.10 = 2400
10 W_/
2.4

———
2,4.103 = 2400

103

Finalmente obtuvimos que 2,4.10% = 2400, es decir, expresamos al ntimero 2400
en notacién cientifica.
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En resumen, lo que buscamos aqui es escribir al nimero: 2400 - 10°, en donde
a 2400 se lo llama coeficiente y a 10° la parte de Notacién Cientifica, como
una tnica cifra con parte entera y que la misma no sea cero, es decir que sea una
cifra significativa; esto es que tome cualquier valor entre 1 y 9. Se llega asf a
que 2,4 - 10% es lo mismo que 2400.

Los conceptos que usamos hasta el momento son, que el producto de dos
nimeros puede permanecer igual a pesar de que se cambien los factores que se
multiplican, y por otro lado que al multiplicar por 10 y dividir por 10 al nimero
original, ese nimero no cambia y de esta manera podemos aumentar en este caso
la potencia de 10 y disminuir el coeficiente corriendo la coma. En la préactica el
procedimiento que antes realizamos no se lo aplica, sino que realizamos lo siguiente:

Tomamos al nidmero, ubicamos la coma y la corremos tantos lugares hasta
llegar a un nimero que esté entre 1 y 9; luego se multiplica al nimero resultante
por 10 elevado al niimero que se corresponde con los lugares que se corrié la coma,
pues la potencia de 10 aumenta en una unidad por cada lugar de la coma que se
corra a la izquierda. Con respecto al ejemplo dado al comienzo es:

2400,
~——

la coma se corre 3 lugares
resultando
2,4-103

Veamos ahora que pasa cuando tenemos un nimero muy chico y lo queremos
llevar a una expresién méas simple, es decir, lo queremos escribir en notacién cien-
tifica.

Usando el proceso antes usado tenemos

0,0081 = 0,0081 - 10"
Acd vamos a multiplicar por 10 al 0,0081 y dividir por 10 al 10°

1 0
0,0081 - 10 - i = 0,0081

0,081 ~
10-1

N

-

0,081-10—1 = 0,0081

El hecho de multiplicar por 10 al 0,0081 hace que la coma se corra un lugar hacia
la derecha, y el dividir por 10 es para no modificar el nimero dado.
Volvemos a aplicar nuevamente esta idea:

-1

1
0,081 - 10 - Y
—_——

0,81 —~
10-2

= 0,0081

(.

-~

0,81-10—2 = 0,0081

Nuevamente se vuelve a aplicar este proceso, pero ahora si se ha terminado, pues
se obtuvo un nimero entre 1 y 9, es decir se obtuvo una cifra significativa como
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parte entera.

1072

0,81-10- 10 = 0,0081
8,1 S—~—
10-3

N J/
-

8,1-10—3 = 0,0081

Nuevamente realizar este proceso para pasar un nimero a notacion cientifica, es
muy tedioso, largo y complicado; es por eso que en la préctica realizamos lo sigu-
iente:

Se toma al nimero, se ubica la coma y se la corre tantos lugares hacia la derecha,
hasta que nos quede una tnica cifra significativa como parte entera. Volviendo a

nuestro ejemplo:

0,0081
——

la coma se corre 3 lugares
resultando
8,1.1073

De esta manera se tiene que el valor 0,0081 aumenté a 8, 1, entonces el factor 10°
debe disminuir a 1073, es decir, disminuye en tantas potencias de 10 como lugares
se corrié la coma hacia la derecha.

Ejemplo 1.114 Pasaje a Notacion cientifica de los siguientes nimeros:
1.
743,788 = 7,43788 - 10>

0,007680 - 10~°
——

7,680-10—3

~
7,680-10—3+(=5)=7,680-10—8

Ejercicio 1.115 Pasar a notacion cientifica los siguientes nimeros:

1. 53200000 3. 7420 - 10? 5. 0,00008
2. 0,000000789 4. 4300000 6. 0,25
Solucion:

1. 5,32-107 3. 7,42-10° 5. 8-107°
2. 7,89-1077 4. 4,3-106 6. 2,5-107!
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Ejercicio 1.116 Transformar los siguientes niimeros dados en notacion cientifica
a notacion decimal:

1. 4,2-10° 3. 5,018 -10°¢ 5. 2,15-1073
2.1,16-107° 4. 5,3-10%

Solucién:

1. 420000 3. 0,000005018 5. 0,00215
2. 0,00116 4. 53000
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Capitulo 2

Ecuaciones e Inecuaciones

2.1. Ecuaciones

Una expresion algebraica es una expresiéon matemadtica en las cuales se combi-
nan nimeros, letras y operaciones.

Definicién 2.1 Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas
en las que aparece un valor desconocido llamado incégnita. Habitualmente la incdg-
nita serd representada por la letra x, aunque puede denotarse con cualquier letra
del alfabeto.

Resolver una ecuacién significa encontrar el valor de la incégnita, es decir,
determinar un valor real que hace verdadera a la igualdad. A este valor se lo
denomina Solucién o Raiz. Las ecuaciones pueden no tener solucién, o bien
tener una, varias o infinitas soluciones. El conjunto de todas las soluciones de la
ecuacion se lo denomina Conjunto Solucién

Para resolver una ecuacion, se usa del concepto de Ecuaciones Equivalentes.

Definicién 2.2 Dos ecuaciones son Equivalentes cuando tienen el mismo con-
Junto solucion.

Para determinar las raices de una ecuacién, se las sustituye por ecuaciones
equivalentes mds simples, hasta obtener una ecuacién que se resuelva con facilidad.
Las siguientes propiedades nos permiten obtener ecuaciones equivalentes:

1. Sumando (o restando) una constante o expresién en x, a ambos miembros
de la ecuacion.

2. Multiplicando (o dividendo) ambos miembros de la ecuacién por un nimero
distinto de cero.

45



CAPITULO 2. ECUACIONES E INECUACIONES

Ejemplo 2.3 Para encontrar el conjunto solucion de la ecuacion —bxr = 3x + 24
realizamos los siguientes pasos que determinan ecuaciones equivalentes a la dada:

1. Restamos (3x) en ambos lados de la igualdad:
-5 — (3z) = 3x+24— (3x)
—8r = 24

2. Dividimos por (—8) ambos miembros. Esta nueva ecuacion equivalente per-
mite obtener el valor de x que es solucion de la ecuacion.

Verifiquemos que el resultado obtenido es la solucion correcta de la ecuacion.
Para ello se reemplaza en la ecuacion dada por este valor y si se obtiene la identidad
la solucion es la correcta:

—5(=3) 7 3(—3) + 24
157 —9424
— 15=15
Por lo tanto (—3) es la solucion de la ecuacion.
Las ecuaciones que trabajaremos en este protolibro, son las de primer grado en

una variable o incégnita (la incégnita estd elevada a la uno) y las ecuaciones de
segundo grado en una variable o incégnita (la incégnita estd elevada a la dos).

2.1.1. Ecuaciones de Primer Grado
Definicién 2.4 Una ecuacion de la forma ax +b =0, donde a, b€ R ya #0,
recibe el nombre de Ecuacion de Primer Grado en una variable o incognita.

Observacion 2.5 La ecuacion lineal ax + b =0 con a, b nimeros reales y a # 0
tiene solucion unica y el conjunto solucion es:

b
a
Ejemplo 2.6 Vamos a resolver la siguiente ecuacion:

6r+2—-3r=Tr+4

Resolucion:
Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes de esta
manera:

1. Restamos (—7x) en ambos miembros:

6r+2—-3r—Te=Tr+4—Tzx
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2. Restamos (—2) en ambos miembros:

6r +2—-3xr—Txr—2=4-—-2

3. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los
valores constantes:
—4xr =2

4. Dividimos todo por (—4) :

Verificacion:
Es conveniente verificar que el resultado obtenido satisface la ecuacion. Para
ello se reemplaza en la ecuacion dada este valor y si se obtiene una identidad, la

solucion es correcta.
1 1 1
6| —= 2-3(——=)77(—-= 4
(-3)+2-3(5) 77()

1 ., .,
—3 es solucién de la ecuacion.

Repuesta: El conjunto solucion es:

{4

Ejemplo 2.7 Vamos a resolver la siguiente ecuacion:
1,54+ 4(x—0,5) =3z —0,5

Resolucion:
Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes de esta
manera:

1. Pasamos a fraccion todos los nimeros decimales:

2. Aplicamos propiedad distributiva:

3 4 1
S 44y — ~ —=3p— =
2—1—1’ 5 3z 5

3. Restamos (3x) en ambos miembros:

3 4 1
I P — _ - _
2+1’ 5 3xr = 3x 5 3z
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3 4
4. Restamos <§> y sumamos (5 = 2) en ambos miembros:

3 3 1 3
— 4+ 4x -2 — — =4 2=—-—=42
2—1—30 3z 2—|— 5 2—|—

5. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los
valores constantes:
r =0

Verificacion: Es conveniente verificar que el resultado obtenido satis-
face la ecuacion. Para ello reemplazamos en la ecuacion dada este valor y si se
obtiene una identidad, la solucién es correcta.

1,5+4(0—0,5) ? 3.0 —0,5
N Vv o 1
_1 —

2 2
0 es solucion de la ecuacion.

Repuesta: El conjunto solucion es:
S = {0}.
Ejemplo 2.8 Vamos a resolver ahora la siguiente ecuacion:
2—-Bx—5b)=4—-2x+3—x

Resolucion:
Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes de esta
manera:

1. Aplicamos propiedad distributiva:

2—-3xr+5=4—-22+3—=x

2. Sumamos 2x y x en ambos miembros:

2—-3rx+5+2x+x=4—-22+3—-—x+2x+=x

3. Restamos 2 y 5 en ambos miembros:

2-3x+5+2r+2x=4+3-2-5

4. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los
valores constantes:
0z =0

Luego obtenemos con este resultado que la ecucacion tiene infinitas solu-
ciones, es decir, admite como solucion cualquier nimero real. (S =R)
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Ejemplo 2.9 Vamos a resolver la siguiente ecuacion:
3(x+4)—6x=8—-3(x+5)

Resolucion:
Para encontrar el conjunto solucion, obtenemos ecuaciones equivalentes de esta

manera:
1. Aplicamos propiedad distributiva:

3r+12—-6x=8—3x—15

2. Sumamos 3x en ambos miembros:

3r+12—6x+3xr=8 -3z — 15+ 3z

3. Restamos (—12) en ambos miembros:

3r+12 -6+ 32 —12 =8 —-15— 12

4. Asociamos los valores con x de un lado de la igualdad y del otro lado los

valores constantes:
O0x = —19

Luego obtenemos con este resultado que la ecuacion no tiene solucion real
alguna, pues 0 nunca puede ser —19. (S = )

Ejercicio 2.10 Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado:

17 8 2 T — 2
l. —x=—- 150 Z — — —
535 5x—|— 4.3[m (1 3 >}+1 T

2. T(x—2)+9 =10z —4(—3 — z) 5 2x+1)—3(x—2)=—-2+6

6. 20 +2—-3(r—2)=—-2+6

1 3 9
3. §<$_5):§+6($_2) 7.2—Br—-5)=4—-2r+3—=x
r+1 2r—3 3 1 3
. - =3(Z2--)-2@Bz-2
; 6< 8 16 ) 3<4x 4> 5 (32 —2)
Solucién:
1. §={30} 3. S={-1}

2. 52{—1—77} 4.8 =1{-1}
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Ejercicio 2.11 Se sabe que la ecuacion:
2a—1)(z+1)+z=a

tiene por solucion x = —2. ;Cudl es el valor de a?

1

Solucioén: a = —3

2.1.2. Ecuaciones como Modélo Matematico.

Muchas veces se requiere del planteo de una ecuacién para resolver distin-
tas situaciones problemdticas; es decir, se requiere de ecuaciones como Modélo
Matemético.

En las diferentes situaciones probleméticas deben identificarse claramente:

a. los datos;
b. las incégnitas;

c. las condiciones que las incégnitas deben cumplir.

Los pasos a seguir para la resolucién de situaciones probleméticas son los sigu-
ientes:

1. Lea cuidadosamente el problema hasta comprender su enunciado.

2. Identifique los datos e incégnita del problema; y utilice una variable para
representar a la incégnita, por ejemplo x..

3. Traduzca al lenguaje simbdlico el enunciado del problema, planteando una
0 varias ecuaciones.

4. Resuelva la o las ecuaciones planteadas.
5. Verifique la solucién encontrada.

6. Concluya respondiendo a la o las preguntas del problema.

Ejemplo 2.12 Se pintan de rojo los tres séptimos de un poste y luego,
los cinco sextos del resto. St ain quedan dos metros sin pintar, ;Cudl
es la altura del poste?
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Solucion:
Se considera como incdgnita, x, la altura del poste, pues es el valor que
se desconoce y que pide el problema; luego la ecuacion que plantea la situacion
problemdtica es:

3 5 3
Resolvemos la ecuacion: -
2
———r =2
21
r =21

Respuesta: La altura del poste es de 21 metros.

Ejemplo 2.13 Una persona gasta la sexta parte de su suel-

do y luego las tres cuartas partes del resto. si ain le quedan $3750. ; Cudl
es su sueldo?

Solucion:
Consideramos como incdégnita, x, el sueldo de la persona, pues es lo que
nos prequnta el problema, y por lo tanto es el valor desconocido; luego la ecuacion
que planteamos frente a la situacion problemdtica dada es:

1 3 1
Resolvemos la ecuacion:
1 5
6:{; + gx —x = —=3750
10
—Ex = —=-3750
x = 18000

Respuesta: El sueldo de la persona es de $18000.

Ejercicio 2.14 FEscribir en forma simbdlica los siquientes enunciados:
1. Los nimeros x e y suman 24.
2. z es el nimero natural que sumado a 12 da 26.
3. Juan tiene 16 anos . La suma de su edad y la mia es igual a 50.

4. Entre el peso de la canasta y el de las compras estoy cargando 7kg.
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Ejercicio 2.15 Resolver los siguientes problemas:

1. El perimetro de un jardin rectangular es de 58m. Si el lado mayor
mide 11m. mas que el lado menor. ;Cuianto miden los lados del
jardin?

Solucién: Los lados del jardin miden 9m. y 20m.

2. Roberto obtuvo las calificaciones siguientes en distintos examenes
de biologia: 73, 62, 58 y 64. ;Qué calificacién debe obtener en un
préximo examen para que su promedio sea de 707

Solucién: Su calificacion debe ser de 93 puntos.

3. Durante una prueba realizada en una fabrica que produce latas, se
obtuvo que la miquina A produce x latas, la maquina B el doble
de A y la mdquina C, 6 latas mas que A. La prduccién total fue de
3810 latas. ;Cudntas latas produjo cada maquina?

Solucién: La mdquina A produjo 951 latas, la mdquina B, 1902 latas y la
mdquina C, 957 latas.

2.1.3. Ecuaciones de Segundo Grado
Definicién 2.16 Una ecuacion que puede escribirse en la forma

ar’* +brx+c=0 dondea, b yc € Rya#0,

recibe el nombre de Ecuacion de Sequndo Grado en la variable x.

622 +7r—3=0 dondea=6, b=Tyc=—3.

Ejemplo 2.17
22—7=0 dondea=1yc=—T.

Ejemplo 2.18
—4r+32°=0 dondea=3yb=—4.

Para determinar la solucién de la ecuacién de segundo grado, existe una férmula
resolvente, denominada férmula resolvente de Bhaskara, definida por:

b+ Vb2 —4d.a.c

2a

en donde z; y o son las soluciones de la ecuacion.

El valor A = b — 4.a.c se llama Discriminante de la ecuacién cuadrética, y
nos indica la cantidad de soluciones que tiene esta ecuacién en el conjunto de los
nimeros reales, pues como vemos en la férmula resolvente de Bhaskara, es lo que
estd dentro de la raiz cuadrada, entonces si:

X1,T2 =
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i. A > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas; pues existe la raiz
cuadrada de un nimero positivo.

ii A =0, la ecuacién tiene una tinica solucién real, pues la raiz cuadrada de 0,
es 0, entonces se anularia en la férmula resolvente el término ++/b? — 4.a.c,

y de ahf que la unica solucién sea 2
a

iii. A < 0 la ecuacién no tiene solucién real, pues no existe la raiz cuadrada de
un nimero negativo y por lo tanto no se podria aplicar la férmula resolvente
de Bhaskara.

Observacién 2.19 Si existen soluciones x1, x5 de la ecuacion cuadrdtica ax?® +
bx 4+ ¢ = 0, podemos expresar a la misma en forma factorizada, de la siguiente
manera:

ar® +br 4 c = a(x — x1) (v — 1)

Ejemplo 2.20 Vamos a resolver la siguiente ecuacion cuadrdtica:
322 4+3x-6=0

Resolucion:
Primero determinamos el valor del discriminante:

A=32-4.3.(—6) =81

como es una valor positivo, la ecuacion cuadrdtica tiene dos soluciones reales.
Apliquemos la férmula resolvente para determinar las soluciones de la ecuacion:

34481 349

= = 1
1T 6
Y
-3—-v8 -3-9
a’,’2 = = —= —2
2-3 6
Luego x1 =1 y 9 = —2 son las soluciones de la ecuacion dada.

Ezxpresada en forma factorizada nos queda:
372 +31 — 6 =3(x — 1)(x — (=2)) = 3(z — 1)(z + 2).
Ejemplo 2.21 Vamos a resolver la siguiente ecuacion cuadrdtica:
P+ +1=0

Resolucion:
Primero determinamos el valor del discriminante:

A=12—-4-1-1=-3

como es una valor negativo la ecuacion cuadrdtica no tiene solucion real.
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Ejercicio 2.22 Resolver las siguientes ecuaciones de sequndo grado. En el caso
de que tenga raices reales expresar a la ecuacion en forma factorizada.

1. 222 4+4x—6=0 5 4dr+ a2 —2x =0
2. 22 4+2x+1=0

6. 24+ 22—-2x=0
3. =222 4+2x=0
4. 22 -2 4+2=0 7. 22 —6x=-9
Solucioén:

1.
2.

3.

S={-3; 1} - 222 +4r—6=2(z—1)(x +3)
S={-1} - 22 +2z+1=(z+1)?
S={0; 3} - 22 +2=-2z(zx—1)

S=0

S={-3;1} - 2> +42—-6=(x—1)(z+3)

. S=0

S={3} - 2*—6x+9=(z—3)?

Otro de los métodos que vamos a utilizar para resolver una ecuacién cuadratica,
es el Método de Completar Cuadrados. Para entender este concepto recorde-
mos dos igualdades denominadas cuadrados de un binomio:

(a+0b)* = a®+2a.b+ b
(a —b)* = a®—2a.b+ b

El proceso de completar cuadrado aplicado sobre la ecuacion general de segundo
grado ax? + bx + ¢ = 0, se realiza aplicando los siguientes pasos:

1.

2.

Se suma el opuesto del término independiente (¢) miembro a miembro.

Se dividen todos los términos por el valor de a (coeficiente que acompana a
2

Se suma en ambos lados de la igualdad, el cuadrado de la mitad del coeficiente
que acompana al término lineal.

Finalmente en uno de los lados de la igualdad queda el desarrollo del binomio
al cuadrado.
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Veamos esto:

ar? +br+c = 0

az’ +br +c+(—c) = 0+ (—c)

CL’L‘2

a a a

x2+b_x+(£>2 — __C_|_(i)2
a 2a a 2a
b\?2 B b —4.ca
(“z) - T a

En donde al despejar x de ésta ultima expresién, obtenemos las soluciones de la
ecuacion de segundo grado:

bx
+_ R

b2 —4.ca b
TN B S
T1.2 4q? 2a
b Vb2 —4.ca
Ty = —F— E——F7——
' 2a 2a
b+ Vb2 —4.a.c
T12 =
' 2.a

que justamente se corresponden a las soluciones que obtuvimos aplicando la fér-
mula resolvente de Bhaskara. De esta manera el método de completar cuadrados
nos demuestra de donde proviene la férmula resolvente de Bhaskara.

Ejemplo 2.23 Debemos hallar el conjunto solucion de la ecuacion
20° + 6z —5=0
aplicando el método de completar cuadrados.
1. Sumamos miembro a miembro 5 :

262+ 62 =5

2. Dividimos todos los términos por 2 :
2 6 )

_2 —_ —
57 T3t =3

3. Sumamos en ambos lados de la igualdad el cuadrado de un medio de 3 :
3\* 5  /3\?
2 2) _° o
x+3x+<2) 2—|—(2)
. . 3
4. Luego nos queda el desarrollo del binomio al cuadrado de <x + 5) y del otro

+3 19
r+ =] =—
2 4
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5. Finalmente las soluciones de la ecuacion son:

19 3
ZL’LQ::]: Z—§

es decir:

Nej

T =

Ejemplo 2.24 Resolvamos ahora, completando cuadrados, la siguiente ecuacion:
2 —Tr—18=0

1. Sumamos miembro a miembro el opuesto del término independiente, en nue-
stro caso 18 :

22— Tr—18+18 = 18
22 —Tr = 18

2. Sumamos en ambos miembros el cuadrado de un medio del coeficiente que
acompana al término lineal:

7\ > 7\ >
2
— -] =1 —
T 7x+(2> 8+<2)

3. En el lado izquierdo de la igualdad nos queda el desarrollo del binomio al

cuadrado de (x — ;) y del otro lado un valor constante:

7N\? 79
rT—=| =—
9 4

4. Las soluciones de la ecuacion de sequndo grado son:

9 7
T =% Z+§

es decir:

I =

|G

©
_|_

[NCRREN|
«
8
[N}
I
I

Ejercicio 2.25 Resolver las siguientes ecuaciones de sequndo grado por el método
de completar cuadrados:

. 22+ 2r+1=0 4. 22 —8r = —4
2. 224+ 2-6=0
3. 22 —4x+3=0 5. 222 —6x —16 =0
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Solucioén:

1. §={-1} 4.8 ={Vi2+4; —V12+4}
2. 5=1-% 2} a3 1 3
3. 5= {1; 3} 5 5= {\/;+55 _\/;+§}

Ejercicio 2.26 Para qué valores de k, la ecuacion :

ka? —kr+1=0

admite una dnica solucion.

Solucién: k =0y k=14

Tal como se presenté en las ecuaciones de primer grado también podemos
encontrar situaciones problemdticas que se modelizan utilizando ecuaciones de
segundo grado.

Ejemplo 2.27 Hallar x considerando el triangulo rectangulo de la figura:

7x+11

£-Xg

11x+2

Solucion:
La ecuacion que representa la situacion problemdtica la obtenemos de aplicar
Pitdagoras al tridngulo rectangulo de la figura:

(7Tx +11)2 = (5x —3)* + (112 + 2)?
492% + 1542 + 121 = 2522 — 302+ 9+ 12122 + 442+ 4
—9722 + 140z + 108 = 0

resolviendo ésta ecuacion obtenemos como resultados:

o4

IE1:2 y 1'2:—&

Luego el valor de x = 2 es la solucion buscada, pues x representa una longitud y

por lo tanto no puede tomar un valor negativo.
Respuesta: El valor de x es 2.
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Ejercicio 2.28 Resolver el siguiente problema:

Calcular un nimero natural tal que, la suma del mismo y la tercera
parte del cuadrado de su consecutivo sea 35.

Solucion: El nimero natural es 8.

2.2. Inecuaciones

Definicién 2.29 Una tnecuacion o desigualdad es una relacion entre dos ex-
presiones algebraicas que no siempre son iguales y por lo tanto se relacionan con
los stmbolos >, >, < y <.

Ejemplo 2.30
3r —7<6(x—2)

Resolver una desigualdad es encontrar el conjunto de todos los niimeros reales
que hacen que la desigualdad sea verdadera; este conjunto solucién por lo general
es un intervalo completo de nimeros reales o, en otros casos, la unién de tales
intervalos.

2.2.1. Intervalos

Para indicar subconjuntos de ntiimeros reales se emplea la siguiente notacion:
Dados a, b € R ,a < b, se define:

1. (a; b) ={r € R:a <z < b} = Intervalo abierto.

2. [a; b)) ={z € R:a <z <b} = Intervalo semiabierto.
3. (a; b ={z € R:a <z <b} = Intervalo semiabierto.
4. [a; b ={r € R:a <2z <b} = Intervalo cerrado.

5. (a; +o0) ={r e R: 2> a}

6. [a; +o0)={r € R:2>a}

7. (—o0; b)={r e R:z<b}

8. (—oo; bl ={r € R:a2<b}
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Representacion gréfica:

p; \ L AY
L v
L\ 7 a b
a b
Intervalo abierto. Intervalo semiabierto.
L ]
€ L ]
a t) [ & y|
a b
Intervalo semiabierto. Intervalo cerrado.
ya
.
\
a a
\ 7
o} - 1
b b

Ejemplo 2.31 Escribimos cada desigualdad usando la motacion de Intervalos;
graficamos a los mismos en la recta real. x € R.

1. -1 <x <8

[—1; 8]
-1 8
2.x>9
[9; +00)

T

2.2.2. Resolucién de Desigualdades.

El procedimiento para resolver una inecuacién o desigualdad consiste
en transformar a la desigualdad de a un paso a la vez, hasta que el conjunto
solucién sea obvio. Podemos realizar ciertas operaciones, que se corresponden con
las propiedades del orden en los reales, en ambos lados de la desigualdad sin
cambiar su conjunto solucién. En particular:

1. Podemos sumar el mismo nimero a ambos lados de una desigualdad.

2. Podemos multiplicar ambos lados de una desigualdad por el mismo niimero
positivo.
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3. Podemos multiplicar ambos lados de una desigualdad por el mismo nimero

negativo, pero entonces debemos invertir el sentido del signo de la desigual-
dad.

Ejemplo 2.32 Vamos a resolver la siguiente inecuacion:
3z < dr — 10
Solucion:

3z —5xr < bxr—10—5x sumamos (—5x) miembro a miembro

—2r < -10 multiplicamos por (7) en ambos miembros
—10
> —— =95
T

Repuesta: La solucion buscada es (5; 00).

Este tipo de desigualdad presentada es una inecuacién lineal o desigualdad
de primer grado; pues el mayor exponente de la incégnita en la desigualdad es
de grado uno.

Ejercicio 2.33 Resolver las siguientes inecuaciones de primer grado:

1. 2r—3>x+5 3.2(z+1)—-3(r—-2)<z+6
2.x4+6<x+2 4. 2x —3—x<3zx—4(x—1)
Solucién:
1. §=(8 o0) 3. S=(1; o0)

7
2. S=0 4'S:<_°°5 g)

La desigualdad de segundo grado o inecuacién cuadratica con una incog-
nita es cualquier desigualdad que, directamente o mediante transformaciones de
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equivalencia, aplicando las propiedades de orden en R, se pueden expresar de la
forma siguiente:
xar’+br+c > 0, xar’+br+c<0, *ar’+br—+c>0,
6 x ar’+br+c < 0. cona, b, c €Rya#0.
Resolver estas inecuaciones consiste en encontrar el o los intervalos de la recta
real donde se verifica la desigualdad. Para su estudio lo que se va a realizar es llevar
a la desigualdad que estd expresada en forma polinémica a su forma factorizada y

de ahi bastard con estudiar el signo de los tres factores de acuerdo al signo de la
desigualdad y resolver las inecuaciones lineales que quedan.

1. az? +br + c=a(r — z1)(x — 22) > 0, luego debemos analizar:

a) Sia <0 nos queda (z —x1)(z — 22) < 0y de acd analizamos:
L (z—2)>0y(x—29) <0 6
. (x—21) <0y (x—1z9) >0
Luego la solucién de la desigualdad a) es la unién de las soluciones de
iy ii.
b) Sia >0 nos queda (z — x1)(x — x2) > 0y de acd analizamos:
i (r—2)>0y(x—29) >0 6
. (x—21) <0y (x—1z2) <0
Luego la solucién de la desigualdad b) es la unién de las soluciones de
iy ii.
2. ar? +bx +c=a(r — x1)(z — 22) <0, luego debemos analizar:
a) Sia <0 nos queda (z —x1)(z — x2) > 0y de acd analizamos:
i (r—2)>0y(x—29) >0 6
. (r—21) <0y (x—129) <0
Luego la solucién de la desigualdad a) es la unién de las soluciones de
iy ii.
b) Sia >0 nos queda (x — x1)(z — z2) < 0y de acd analizamos:
L (z—2)>0y(x—29) <0 6
. (x—21) <0y (x—z9) >0
Luego la solucién de la desigualdad b) es la unién de las soluciones de
iy ii.
De igual manera resolvemos para las desigualdades con >y < .
Ejemplo 2.34 Debemos hallar el conjunto solucion de la desigualdad:
V2(z —1)(z4+1)>0
como a = /2 > 0, la desigualdad que nos queda por resolver es:
(x—1)(z+1)>0

debemos analizar entonces:
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i (z—1)>0y(z+1)>0 ¢
i. (z—1)<0y(z+1)<0
Resolucion:

L(z=1)>0—-2>1y (x+1) >0 — x> —1; luego la solucion es la
interseccion de las soluciones de ambas tnecuaciones:

S;. = (1; 400)

ii. (z—-1) <0 —=2z<ly(r+1) <0— 2 < —1; luego la solucion es la
interseccion de las soluciones de ambas tnecuaciones:

S” = (—OO; —1)
Finalmente la solucion de la desigualdad dada es:

S;. U S = (1; +00) U (—o0; —1) = (—o0; —1) U (1; +00)

Ejemplo 2.35 Hallemos el conjunto solucion de la desigualdad:
22 4+4r4+4>0

Como la desigualdad estd expresada en forma polindmica la debemos llevar a su

forma factorizada:
P rdr+d=(2+2)2>0

Analizamos aqui para que valores de z, (x+2)? debe de ser mayor o igual que cero;

y esto ocurre para cualquier valor real, entonces la solucion de la desigualdad es
R.

Ejemplo 2.36 Hallemos ahora, el conjunto solucion de la desigualdad:
2 —6x+9<0

Como la desigualdad estd expresada en forma polindmica la expresamos en su

forma factorizada:
2 —6x4+9=(z—-3)2<0

Analizamos aqui para que valores de z, (x — 3)? debe de ser menor que cero; y esto
no ocurre para ningun valor real, pues ningiun nimero real elevado al cuadrado
puede dar como resultado un valor negativo. Por lo tanto la desigualdad no tiene
solucion real, o bien decimos que tiene solucion vacio (S = &)

Ejercicio 2.37 Resolver las siguientes inecuaciones de sequndo grado:

62 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



2.2. INECUACIONES

L 2?—62+8>0 4. B2 +ar+1<0
2. —1?+4r—-4<0
x—1
3. 722+ 21z —28 <0 5. —2$+4§0
Solucién:
1. S=(—o00; 2)U (4; o) 4. S=o
2. S=R
3. S=(—-4; 1) 5.8 = (—o0; —4)U[1; o0)

Ejercicio 2.38 Indicar si la siguiente resolucion es verdadera o falsa, justificando
la respuesta.

2.2.3. Inecuaciones en la vida real.

Tal como se vié en las ecuaciones de primer grado y de segundo grado, podemos
encontrar situaciones probleméticas en la vida cotidiana que requieren del uso de
inecuaciones para su resolucion.

Ejemplo 2.39 Un wutilitario kangoo pesa 875kg. La diferencia entre el
peso del wutilitario vacio y el peso de la carga que lleva no debe ser
inferior que 415kg. St hay que cargar 4 cajones iguales, ;Cudnto puede
pesar, como mdadximo cada una de los cajones para poder llevarlas en el

e

utilitario? = - =

Solucion: En primer lugar traducimos el enunciado al lenguaje simbdlico, lla-
mamos x al peso de cada cajon y planteamos la siguiente inecuacion:

peso del utilitario —peso de 4 cajones No es menor que 415kg.

~ ~

TV
875 4x >415
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luego la tnecuacon que nos queda es:
875 — 4x > 415
Resolvemos:

875 — 4x
—4x

415
415 — 875

(—460) (—i)

115

AVARAYS

X

IN

IN

X

Esto significa que el peso de cada cajon no podrd superar los 115kg. y ademds como
el peso debe ser positivo, necesariamente el peso de los cajones cae en el intervalo

(0; 115].

Ejercicio 2.40 Resolver los siguientes problemas:

1. Una fabrica paga a sus viajantes $10 por articulo vendido mas una
cantidad fija de $500. Otra fabrica de la competencia paga $15 por
articulo y $300 fijos. ;Cudnto articulos debe vender el viajante de
la competencia para ganar mas dinero que el primero?

Solucién: El viajante debe vender mas de 40 articulos.

2. Si el lado de un cuadrado es mayor o igual que 7m, ;Qué se puede
decir de su perimetro?

Solucién: El perimetro es mayor o igual que 28m.

3. Un coche se desplaza por una ruta a una velocidad comprendida
entre 100km/H. y 150km/H. ;Entre qué valores oscila la distancia
del coche al punto de partida al cabo de 3H.?

Solucién: La distancia oscila entre 300km y 450km.(300km. < distancia <
450km.)

2.3. Valor absoluto.

El concepto de valor absoluto de un niimero se puede entender como la dis-
tancia que existe entre el 0 y el nimero. Si tomamos un punto cualquiera a y este
es positivo, la distancia de a al origen es igual a a; y si fuera negativo, la distancia
de a al origen es igual a (—a). Esto se debe a que una distancia no puede ser
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negativa, ya que no tendria sentido. Todas las distancias son positivas y por lo
mismo, el valor absoluto de un niimero, que es una distancia, debe de ser positivo.
De manera formal definimos el valor absoluto de un nimero a por:

a sia>0
jaf = —a sia<0

lal
N
-d 0 a
lal
Ejemplo 2.41
6] =6 =5 = =(=9) 0] =0

De manera andloga, se deduce la distancia que existe entre dos nimeros
reales como el valor absoluto de su diferencia; y se lo indica |z — a| (distancia
entre z y a).

Ejemplo 2.42 |z — 4| = 8 nos representa que la distancia de x a 4 es de 8
unidades.

Si nos interesa determinar cual es ese valor de x debemos considerar la defini-
cion de valor absoluto dada al comienzo y resolver las ecuaciones que nos quedan:

o —4] = r—4 sizx—4>0 r—4 stx >4 _3
| —(x—4) sizx—4<0 | —(x—4) siz<4d
entonces:
r—4 = 8 — x=8+4=12
—zr4+4 =8 - —x=8—-4— z=-4
luego x = 12 y x = —4 son los valores cuya distancia al 4 es de 8 unidades.

Observacién 2.43 Como 2% es un nimero positivo, independientemente del sig-
no de x y \/ representa la raiz cuadrada positiva, tenemos la siguiente expresion
algebraica para definir el valor absoluto:

o] = Va2
2.3.1. Propiedades de valor absoluto.
Dados a, b nimeros reales se verifican las siguientes propiedades:

1. |a.b] = |a| |b]
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:M con b # 0.

3. |a+b| < |a] + ||

4. |a—b[ = [la] — 0|

Ejercicio 2.44 Resolver las siguientes ecuaciones con modulo:

L |z —2/=5 3. az+3=1
2. |2z +4|=2 4. |z +3| =4

1. S={-3; 7} 3. S={-5; -1}
2. S={1; 3} 4. S ={1;, -7}

2.3.2. Desigualdades que incluyen valor absoluto.

Como |z| es la distancia entre el nimero = y el origen, la solucién de la de-
sigualdad |z| < b (con b nimero real positivo); es el conjunto de los niimeros reales
r que estdn a una distancia menor que brespecto al origen; en otras palabras x
debe de ser menor que b y mayor que (—b); esto es —b < x < b. Se tiene asi la
siguiente proposicién cuando b > 0 :

i. |x| <bsiysolosi —b<x <b.

c...f‘\
S

Ejemplo 2.45 |z| < 3 si y solo st =3 < x < 3, es decir la solucion de esta
desigualdad son los x que estdan entre 3 y —3.

Por otra parte, la solucién de la desigualdad || > b; (con b nimero real posi-
tivo) es el conjunto de los niumeros reales x que estdn a una distancia mayor que
b respecto del origen; y esto puede suceder cuando z > b o x < —b. Se tiene asi la
siguiente proposicién:
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ii. || >bsiysolosiz>boax < —b.

o —

)
b 0

Ejemplo 2.46 |z| > 2 si y solo si x > 2 o x < —2; es decir, la distancia de x al
origen debe de ser mayor que 2.

|

Anslogamente se verifica para |z| < by || > b.
i. |z| < bsiysolosi —b<x<b.

ii. || >bsiysolosiz>box<—b.

Ejercicio 2.47 Resolver las siguientes desigualdades con mddulo:

1 |z| <3 3. 2Jz| >4

2. |z| >5 4. =3|z[ < -6

Solucién:

1. S=1[-3; 3] 3. S=(—o00; —2)U(2; o0) (2, o0)

2. S=(—o00; =5)U(5; 00) 4. S = (—00, —2)U

Ejemplo 2.48 Que pasa cuando tenemos que resolver desigualdades del tipo:
|z — 4] <2

Esta desigualdad nos dice que la distancia entre x y 4 no debe de ser mayor que
2; y para poder determinar los valores de x que hacen verdadera esa desigualdad
usamos la propiedad i., sustituyendo x por (x —4); entonces nos queda:

v —4| <2 siysolosi —2<x—4<2
Resolviendo ésta ultima desigualdad obtenemos:

2<x<6
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es decir, los valores de x cuya distancia a 4 es menor que 2; son los nimeros que
estan entre 2 y 6, luego la solucion expresada en intervalos es

S =(2; 6)

Ejemplo 2.49 Se tiene ahora la desigualdad:
|r — 5] >1

Esta desigualdad nos dice que la distancia de x a 5 debe de ser mayor o igual que
1, entonces para determinar los valores de x que hacen verdadera la desigualdad
aplicamos la propiedad ii., sustituyendo x por (x —5):

|t —5|>1siysolosix—5>1ox—5<—1
Resolviendo ambas desigualdades obtenemos como solucion:
r>6 o <4

es decir, los valores de x cuya distancia a 5 es mayor o igual que 1 son aquellos
valores mayores a 6 o bien los x menores o iguales a 4. En notacion de intervalos
es:

(—o0; 4JU[6; +oo)

a
L&)
@

o
o

O Py
-
@

Los ejemplos anteriores muestran como resolver inecuaciones o desiqualdades con
valor absoluto, aplicando las propiedades i. y ii.. Veamos ahora un ejemplo en
donde hay que aplicar ambas propiedades para resolver una inecuacion que tiene
valor absoluto en ambos lados de la desigualdad.

Ejemplo 2.50 Vamos a resolver la siguiente desigualdad:
|z — 1] < |22+ 1]

Primero aplicamos la propiedad i., en donde en nuestro caso b = |2x + 1|. Nos
queda entonces:
—2z+1<z—-1<|[2z+1]

Luego debemos resolver:

—2x+1l<z-1 y x—-1<|2z+1]

1. 2.
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Resolvemos 1., para ello, lo primero que hacemos es multiplicar por —1 miem-
bro a miembro, para que nos quede la desigualdad en las condiciones para aplicar
la propiedad 7i.

2c+1] > —xz+1 aplicando ii.
204+1>—-x4+1 6 22x+1<—(—xz+1)

v ~~
— x>0 -z < =2

luego la union de las soluciones de ambas desigualdades nos determina la solucion
de 1.:
S = (—00; =2) U (0; o0)

Resolvemos 2., en este caso, directamente, aplicamos la propiedad ii. para sacar
las barras de valor absoluto:

r—1<22+1 — 22+1>2—-1 6 22+1l<-ax+1

— x> =2 — 1z <0

luego la union de las soluciones de ambas desigualdades nos determina la solucion
de 2.:
Sz = (=00; 0)U(=2; o0) =R

Finalmente la interseccion de la solucion 1 (Sy.) con la solucion 2 (Ss2.) nos da la
solucion de la desigualdad dada:

S == Sl. N 52_ = (—OO; —2) U (0, OO)

FEs decir los valores de x que verifican |z — 1| < |2z + 1| son aquellos que pertenecen
al intervalo (—oo; —2) U (0; 00).

Ejercicio 2.51 Resolver las siguientes desigualdades con maodulo:

L |7T—2x|>x—3 3.z —1—|z+1/<0

2. [z =5/ <z-1

Solucion:

1. S =(—o0; ¥JU[4; 00) 2. §=3; o) 3. 5=(0; )
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Capitulo 3

Funciones

3.1. Sistema de coordenadas rectangulares.

En el plano, se grafican dos copias de la recta real, una horizontal y la otra
vertical, de modo que se intersectan en los puntos ceros de las dos rectas. A las
rectas se las denomina Ejes Coordenados y a su interseccién que se la denota
con 0, se la denomina Origen. Por convencién, la recta horizontal se llama Eje
x y a la recta vertical se la llama Eje y. Los ejes coordenados dividen al plano en
cuatro regiones llamadas Cuadrantes.

3| P
=
53]
2
II Cuadrante I Cuadrante
4
= -2 -1 0 1 2 3
Eje x
Bl
III Cuadrante IV Cuadrante
2
3

Un punto P en el plano, se designa por medio de una pareja de nimeros,
llamadas Coordenadas Cartesianas. Si una linea vertical y otra horizontal que
pasan por P, intersectan a los ejes x e y en a y b, respectivamente, entonces P
tiene coordenadas (a; b); luego (a; b) es un par ordenado de nimeros, en donde
el primer nimero a, es la coordenada x o Abscisa; y el segundo nimero, b, es la
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coordenada y u Ordenada.

b P=(a; b)

Yy

Ejercicio 3.1 Escribir los pares ordenados de cada uno de los puntos ubicados en
el siguiente sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 3.2 Representar los siguientes puntos en un sistema de ejes coordena-
dos:
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3.2. Grafica de Ecuaciones.

El uso de coordenadas para puntos en el plano nos permite describir curvas
por medio de una ecuacién. La Grafica de una Ecuacién en = e y consiste en
aquellos puntos en el plano cuyas coordenadas (x; y) hacen verdadera la igualdad.

En el dictado del curso nos va a interesar graficar ecuaciones de primer y
segundo grado.

3.2.1. Procedimientos para graficar una ecuacién:
1. Obtener las coordenadas de alguno de los puntos que satisfacen la ecuacién.

2. Graficar estos puntos en el plano.

3. Conectar los puntos con una curva suave.

Ejemplo 3.3 Grafiguemos la ecuacion:

Yy =3x + 2

1. El primer paso que vamos a realizar es construir una tabla de valores para de-
terminar las coordenadas de alguno de los puntos que satisfacen la ecuacion.

x y=3v+2 P = (z; y)
—3|ly=3(-3)+2=-71] (=3, =7)
-2 |y=3(-2)+2=—-4] (=2; —4)
—1|ly=3(-1)+2=-1] (-1; -1)
0 y=3(0)+2= (0; 2)
1 y=3(1)+2= (1; 5)
2 y=312)+2= (2; 8)
3 y=33)+2=11 (3; 11)
Graficamos los puntos obtenidos o e
de la tabla, en el plano: .
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Unimos los puntos
COM UNA CUTVA SUGVE:

Observacion 3.4 Cudntos mas puntos se grafiquen, mejor va a poder ser la re-
alizacion de la grifica, pues la idea es guiarse uniendo estos puntos para su con-
struccion.

Ejemplo 3.5 Graficar la ecuacion:
y=a—x+1

1. El primer paso que vamos a realizar es construir una tabla de valores para de-
terminar las coordenadas de alguno de los puntos que satisfacen la ecuacion.

x y=a°—x+1 P=(z, vy)
2 y=(=2°-(=2)+1= (=2; 7)
—lly=(-1)2-(-1)+1= (=1; 3)
0| y=(02-(0)+1=1 (0; 1)
Ty == (r=7 | ()
1] y=(12-1)+1=1 (1; 1)
2 | y=(2°-(2)+1=3 (2; 3)
3] y=03-0B)+1="7 (3; 7)

Graficamos los puntos obtenidos

de la tabla, en el plano:
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Unimos los puntos
CON UNG CUTVA SUAVE:

Observacion 3.6 Al observar de los ejemplos, en la tabla de valores realizada
para graficar a la ecuacion, como asi también en la representacion grifica de las
mismas; se ve que en ambas se expresa una relacion entre dos magnitudes, x e y.
La relacion entre estas variables es la siguiente:"a cada wvalor de la variable
xr, le corresponde un unico wvalor de la wvariable y". De aci que a y se
la denomina variable dependiente y a x variable independiente por tomar
valores distintos. Esta relacion define el concepto de funcion.

Observacion 3.7 A la expresion general de la ecuacion de una funcion se la
denota y = f(x).

3.3. Funciones.

Antes de empezar a hablar del concepto de Funcién, entendamos que se entiende
por relacién. A las relaciones las encontramos por todos lados, por ejemplo la
relacién entre horas que pasa un estudiante con el celular y sus notas en el colegio,
pues si estdn muchas horas frente al celular, sus notas bajaran. Otra relaciéon que
podemos ver es entre las preguntas contestadas en un examen y la nota obtenida,
pues a mds respuestas correctas, mayor serd la nota. También otra relaciéon que
podemos encontrar a diario, es cuando vamos a hacer las compras y lo que vamos a
pagar por ello, por ejemplo si compramos tres gaseosas, cuyo valor de cada una de
ellas es de $60, vamos a pagar $180; la relacion estaria entre la cantidad de gaseosas
y el valor a pagar por ellas; y asi podemos encontrar infinidad de ejemplos y de
aqui la gran importancia de este tema.

A las relaciones las vamos a representar mediante una funcién, y como este tema
es muy importante, como ya dijimos, nos va a interesar estudiarlo e interpretarlo.

Definicién 3.8 Dados dos conjuntos A y B, una funcion de A en B es una regla

de correspondencia o relacion entre ambos conjuntos, que asocia a cada elemento
x del conjunto A uno y solo un elemento del conjunto B.
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El conjunto A se llama conjunto de partida o dominio de f, el conjunto
B se denomina conjunto de llegada o codominio de f.

Para entender mejor el tema, piense en una funcién como una méquina que
toma como entradas un valor x y produce una salida f(x). Cada valor de entrada
se hace corresponder con un solo valor de salida. No obstante, puede suceder que
diferentes valores de entrada den el mismo valor de salida.

X

f

La definicién no pone restriccion sobre los conjuntos del dominio y del rango. Por
ejemplo el dominio podria consistir en el conjunto de personas en un curso de
Anélisis, el rango el conjunto de sus calificaciones que se obtendrd y la regla de
correspondencia la asignacién de calificaciones; o como vimos en uno de los ejemp-
los anteriores de relaciones, el dominio pueden ser las horas que el estudiante pasa
frente al celular, el rango el conjunto de calificaciones y la regla de correspondencia
la asignacién de calificaciones.

De acuerdo a la definicién anterior, para cada elemento x del dominio de A la
funcién f le hace corresponder un tnico elemento en el codominio de B; a este
elemento lo denotamos f(x).

Al conjunto de todos los valores f(z) pertenecientes a B, con x perteneciente
al dominio de A se lo denomina conjunto imdgen, rango o recorrido de f y lo
denotaremos ;. En simbolos,

Ij={f@)eB/vcA)

Notacion 3.9 Usaremos la siguiente notacion para denotar "f es funcion de A
en B".

f:A—B

Siendo A el dominio y B el codominio.

A B

. Codominio
Dominio

Observacion 3.10 Una funcion puede expresarse mediante un texto, una expre-
sion algebraica, una tabla de valores o bien por medio de un grdfico.
A lo largo del curso, nos va a interesar graficar funciones lineales y cuadrdticas.
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Ejercicio 3.11 Considere la funcion f : Z — Z que a cada entero le asigna su
opuesto:

1. Escribir simbdlicamente f(z)

2. Calcular f(=3), f(=2), f(=1), f(0), f(1) y f(2).

3. Representar los valores obtenidos en un sistema de ejes cartesianos.

Ejercicio 3.12 1. Encontrar la expresion de alguna funcion f : R — R que
cumpla:

f(=2)==8, f(=1)=—1, f(0)=0, f(1) =1y f(2) =38

2. Representar los valores obtenidos en un sistema de ejes cartesianos.

3.4. Funcion Lineal

Definicién 3.13 Una funcién lineal, es una funcion polindmica de primer gra-
do, es decir, una funcion cuya representacion grifica en el plano cartesiano es una
linea recta. Fsta funcion se puede escribir de la forma

flz)=maz+b

donde m y b son constantes reales y x es una variable real.

Ejemplo 3.14 Representemos grificamente a la funcion lineal y = 3x.

Primero realizamos una tabla de valores que verifican la ecuacion y luego ubi-
camos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego unirlos y
determinar ast la grdifica de esta funcion.
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r | f(x)=3x ]
-2 —6
-1 -3
0 0
1 3
2 6

Observacion 3.15 Al observar el grifico se puede concluir que la recta pasa por
el origen y a medida que © se mueve un lugar, y se mueve tres lugares hacia arriba.

Ejemplo 3.16 Representemos grdificamente a la funcion lineal y = 2x + 1.

Nuevamente, realizamos primero una tabla de valores que verifican la ecuacion
y luego ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego
unirlos y determinar ast la grifica de esta funcion.

r |ly=2rx+1 .
-2 -3
—1 —1 ’
0 1 :
1 3
2 5

Observacion 3.17 Al observar la grifica concluimos que la recta corta al eje y
en 1, y luego desde ahi cuando corre un lugar en x, sube dos lugares, es decir se
mueve dos lugares en y.

Ejemplo 3.18 Representemos grificamente a la funcion lineal y = —x + 2.
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Nuevamente, realizamos primero una tabla de valores que verifican la ecuacion
y luego ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego
unirlos y determinar ast la grifica de esta funcion.

r | f(z)=—x+2

—2 4

—1 3

0 2

1 1

2 0 . .
3 -1

Observacion 3.19 Observando el grifico concluimos que la recta intersecta al eje
y en 2, y que por cada un lugar que se mueve con respecto al eje x, baja un lugar

con respecto al eje .

2
Ejemplo 3.20 Representemos grificamente a la funcion lineal y = gx —1
Nuevamente, se realiza primero una tabla de valores que verifican la ecuacion
y luego se ubican los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego
unirlos y determinar asi la grdafica de esta funcion.

2 J
r | f(x)= gx—l s
=3 =3 2
9 T
5
-1 _2
3 .
0 -1
1
1 -
3
1
3
3 1

Observacion 3.21 Al observar la grifica concluimos que la recta intersecta al eje
y en —1, y que por cada tres lugares que se mueve con respecto al eje x, sube dos

lugares con respecto al eje y.
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1
Ejemplo 3.22 Representemos graficamente a la funcion lineal f(x) = 5%~ 2.

Nuevamente, realizamos primero una tabla de valores que verifican la ecuacion
y luego ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos para luego
unirlos y determinar ast la grifica de esta funcion.

Observacion 3.23 Al observar la grifica concluimos que ésta intersecta al eje y
en —2, y que cuando se mueve dos lugares con respecto al eje x, se mueve uno
hacia abajo con respecto al eje y.

Al observar las gréficas de las distintas rectas y las observaciones obtenidas,
concluimos que la recta corta al eje y en el término independiente que se corre-
sponde al valor de b en la exprecién general de la funcién lineal. A este valor se lo
denomina Ordenada al Origen. Luego a partir de este valor, la recta se mueve
en x tantos lugares como indica el valor del denominador del coeficiente que acom-
pana a x, y de ahf la recta va a subir tantos lugares como indica el numerador del
coeficiente que acompana a la x; ojo, subimos en el caso de que el signo del coefi-
ciente de x es positivo, en el caso de que fuera negativo se debe bajar; indicando
con esto ultimo la inclinacién o pendiente de la recta. Por tal motivo al valor que
acompana a z se lo denomina Pendiente.

Generalizando, dada la funcién lineal f(x) = ma + b tenemos que:

b = Ordenada al origen, que indica el valor que intersecta al eje y.

m = Pendiente de la recta, que indica la inclinacién de la misma.
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2
Ejemplo 3.24 Representemos grificamente la recta f(x) = —gx + 2.

Lugares que nos corremos con
respecto al eje x (3)

w

Ordenada al
origen (b=2)

Lugares que nos corremos con
respecto al eje v (2)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 B

Observacion 3.25 Cabe destacar que en el transcurso de esta seccion se ha tra-
bajado con rectas cuyas pendientes eran niumeros racionales, en caso de tener una
recta cuya pendiente resulte un nimero irracional se graficard a la misma siguiendo
los pasos que se detallan a continuacion:

1. Encontrar dos puntos que verifiquen la ecuacion de la recta.
2. Ubicar los dos puntos hallados en 1. en un sistema de ejes coordenados.

3. Unir los puntos con una recta.

Ejercicio 3.26 Representar grificamente las siguientes rectas:

L f(z) = —%x—l 3. f(z) = —%:U 5. f(x) =30 —2
3 1
2. fla)=go+5 4. f(z) =1z -1 6. f(v)=—2o+1

3.4.1. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.
Dados dos puntos (zo, ¥0) ¥ (21, y1) con xg # 7 :

y_y0:y1—yo<x_x0) (1)

T1 — Zo
es la ecuacion de la recta que pasa por dichos puntos.
De esta iltima ecuacion, aplicando la propiedad distributiva y despejando la
variable y:
Y1 — Yo Y1 — Yo
y = T~
T1 — To Ty — To
N———

o + Yo

~
m b
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obtenemos la ecuacién de la recta y = mx + b, en donde

_9Nn—% b:—yl_yosco—i—yo
T — Zo T — Zo
. . 5
Ejemplo 3.27 Determinemos la recta que pasa por los puntos P = (0; §) Yy
Q@=(3 1)
Aplicando la ecuacion (1) :
5 1-3
—= = z—0
-3 5 *—0)
5_ -2
- ym3= g
-2 n 5
— = —x 4+ —
YT 9T
La representacion grdfica de la misma es:
4 3 2 1 o 1 2 2 4 5 -] T N‘ID

1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1; 1) y (0; —2).

2. Hallar la ecucion de la recta que pasa por los puntos (—2, 0) y (1,—4).

Solucion:
l.y=3z-2
2. y= —%x — %
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3.4.2. Ecuacion de la recta que pasa por un punto con pen-
diente dada.

De la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos, vimos que la pendiente es
Y1 — Yo . s . Y1 — Yo

m = , entonces haciendo este reemplazo en la ecuacién y—yg = —— (z—
T1 — Zo T1 — Zg

xg) se obtiene la ecuacién de la recta que pasa por un punto con pendiente dada.

Esta es:

Y — Yo = m(x — xg) (2)

con m la pendiente dada y (zo, ¥o) el punto por el que pasa la recta. Aplicando la
propiedad distributiva y despejando y de esta ecuacion, obtenemos:

Yy = mx—mIo+ Yo
—  y=mx+ (—mzo+ Yo)
~—————
b

Ejemplo 3.28 Determinemos la ecuacion de la recta de pendiente m = —1 que
pasa por el punto (2; 5).
Aplicando la férmula (2) nos queda:

y—>5 = —1l(zx—2)
— y=—x+2+5
— y=-—x+7

Representacion grifica:

2
1. Hallar la ecuacion de la recta de pendiente (_5) Yy que pasa por el punto
(0; 2).

2. Hallar la ecuacion de la recta de pendiente 3 y que pasa por el punto (1; —2).
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Solucioén:

2
l. y=—= 2
Y 5:1:—1—

2. y=3r -5

3.4.3. Rectas paralelas y perpendiculares

Cuando representamos graficamente dos ecuaciones lineales en el mismo sistema
de ejes cartesianos existen tres posibilidades de acuerdo a la disposicién de las
mismas en el plano:

1. Las ecuaciones tienen la misma grafica, y se corresponden a rectas coinci-
dentes.

2. Las gréficas se intersectan en un punto, y se corresponden a rectas incidentes.

3. Las gréficas corresponden a rectas pararlelas.

Dos rectas son paralelas cuando sin ser coincidentes, tienen la misma pendi-
ente.

Ejemplo 3.29 La recta y = 2x — 3 es paralela a la recta y = 2x + 1 pues tienen
la misma pendiente, 2. La representacion grdfica de ambas rectas es:
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Ejemplo 3.30 Determinemos la formula de la funcion lineal que es paralela a la

funciony = —4x+1 y que pasa por los puntos (0; 5) Luego representemos ambas
rectas en un mismo sistema de ejes cartesianos.

Como la recta a determinar es paralela a la recta y = —4x + 1 su pendiente es

—4; luego aplicando la férmula de la ecuacion de la recta que pasa por un punto
con pendiente dada nos queda

-5 = —4(x —0)

— y=-—4dr+ -

Representacion grifica:

}
il

\ ‘\ y=-4x + (5/2)
\

\E
\
ofl
-1 o) \\ 1 2 3

\
|\

Dos rectas son perpendiculares cuando forman un dngulo recto (dngulo de
90°). Esta situacién se presenta en los siguientes caso:

1. Si [y y I, son rectas oblicuas cuyas respectivas pendientes m; y mo cumplen
con que my.my = —1.

2. Si una recta es horizontal y la otra es vertical.
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Ejemplo 3.31 Determinemos si la recta l; que pasa por los puntos (—1; 5) y
(3; 9) es perpendicular a la recta ly que pasa por los puntos (—2; 6) y (3; 1).
Para determinar st ambas rectas son perpendiculares, debemos determinar cudl
es la pendiente de cada una de ellas:
Pendiente de la recta ; :

9-5 4

== —-—— = = 1
S S R
Pendiente de la recta l5 :
1—-6 -5 1
moyo — — — — — —
*73-(=2) 5

Luego
mqi.Mo = 1(-1) =-1

como el producto de ambas pendientes es (—1) concluimos que las rectas son
perperpendiculares.

. —1
Observacion 3.32 El producto mi.my = —1, es equivalente a my = — 0 mg =
ma
—; entonces podemos concluir que dos rectas oblicuas son perpendiculares cuando
m

1
la pendiente de una de ellas es la inversa y opuesta de la otra.

3
Ejemplo 3.33 Si la pendiente de una de las rectas es m; = T la pendiente de

: 4
una recta perpendicular a ella es mo = 3

Ejercicio 3.34 1. Encontrar la ecuacion de la recta que corta al eje x en 3 y
es paralela a la recta 3xr — 4y = 4.

2. Determinar la ecuacion general de la recta que es perpendicular a la recta
3y — 6x =5 y pasa por el punto (3; —4).

3. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3; 0) y es perpen-
dicular a la recta 3x — 4y = 4.

Solucioén:
3 9
l.y=-x2— -
Y=4" g
5
2. Y= ——x — —
Yy x 9
3.y = —%x +4
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3.5. Sistema de ecuaciones lineales con dos in-
cognitas

Definicién 3.35 Un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas x ey, es
un conjunto de dos ecuaciones que puede escribirse en la forma siguiente:

a1 x4+ by =1
asx + by = co

donde ay, as, by, ba, c1 y ca son constantes reales con a; # 0 y by # 0 o bien ag # 0
y by # 0. Estas restricciones asequran que ambas variables figuren en el sistema y
que haya por lo menos una variable en cada ecuacion.

Los nimeros a1, az, b, y be se llaman Coeficientes del sistema y los niimeros
c1 y ¢o son los Términos Independientes

El Conjunto Solucién del sistema es el conjunto de pares ordenados (x; y)
que verifican ambas ecuaciones. Como las ecuaciones que componen el sistema son
lineales, la gréfica de cada una de ellas es una recta. De esta manera de acuerdo a
la posicién relativa de dos rectas, se da la clasificaciéon de cada sistema.

A los sistemas se los clasifica de acuerdo a sus soluciones.

Determinado: Tiene solucién dnica
Intedeterminado: Tiene infinitas soluciones.
Incompatible: No tiene solucién.

Tipos de sistema: Compatible: {

/

Sistema Compatible Determinado Sistema Compatible Indeterminado Sistema Incompatible

Ejemplo 3.36 Consideremos el sistema:

20 +y=2>5
dr—y=1
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Representando ambas ecuaciones lineales en el mismo sistema de ejes cartesianos:

concluimos que como se intersectan en un punto, el sistema es compatible detrmi-
nado, es decir, tiene una unica solucion; y es:

S={(1 3)}

Este método gréfico de resolver un sistema de ecuaciones, no siempre es el mas
conveniente, es por eso que existen otros métodos que nos permiten resolver a
cualquier sistema de ecuaciones con dos incégnitas.

3.5.1. Meétodos de resolucion de sistema de ecuaciones:

* Método de Sustitucion: Este método consiste en despejar una de las
variables de cualquiera de las ecuaciones, para luego sustituirla en la otra
ecuacion; obteniéndose un sistema equivalente donde una de las ecuaciones
depende de una variable.

Ejemplo 3.37 Consideramos el sistema del ejemplo anterior:

{ 20 +y =5 (i.)
dr—y=1 (¢1.)

Para resolverlo por este método, lo primero que debemos hacer, es despejar
una de las variables de una de las ecuaciones; supongamos que despejamos y de la
ecuacion (i.)

2r+y=5 — y=5—2x (udi.)

luego sustituimos este valor de y en la ecuacion (ii.)

dr— (b—2x) =1
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Nos queda entonces una ecuacion de una variable, x; resolvamosla para poder de-
terminar la solucion del sistema:

dr—(5—-2z) = 1 — 4o —5+2rx=1
— br=1+5 — =1

entonces reemplazando por este valor en (iii.)
y=5-2(1) — y=3
Por lo tanto la solucion del sistema de ecuaciones es:
§={@1; 3)}
solucion que coincide con la obtenida por el método de resolucion grifico.

* Método de Igualacién: Para resolver un sistema por este método, primero
se despeja de las dos ecuaciones la misma variable para luego igualar las
expresiones obtenidas, resultando asf una ecuacién con una incégnita.

Ejemplo 3.38 Consideramos nuevamente el sistema de los ejemplos anteriores:

{ 2e+y=>5 (i.)
de —y =1 (74.)

Para resolverlo por este método, lo primero que debemos de hacer, es despejar
la misma variable de las dos ecuaciones; supongamos que despejamos y:

2r+y = 5 — y=5—2x (u3i.)
dr—y = 1 - y=—-1+4z (1v.)

luego igualo ambas ecuaciones:
5—2r=—1+4x

Nos queda entonces una ecuacion de una variable, x; resolvimosla para poder de-
terminar la solucion del sistema:

5—2r = —-1+4+4r — —2zx—4r=-1-5

— —br=-1-5 — z=1
entonces reemplazando por este valor en (iii.) o en (1v.) se determina el valor de

y:
y=-1+41) — y=3

Por lo tanto la solucion del sistema de ecuaciones es:

S={(1; 3)}

Que vuelve a coincidir con la solucion obtenida con los métodos anteriores.
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* Método de Reduccién por Sumas y Restas: Este método consiste en
reducir el sistema de ecuaciones a una sola ecuacién con una sola variable
por medio de los siguientes pasos:

a) Preparamos las dos ecuaciones, para lo cual podemos multiplicar por los
nimeros que convengan, de modo que las incégnitas que pretendamos
eliminar tengan coeficientes opuestos.

b) Al sumar dichas ecuaciones se eliminard dicha incégnita, obteniendo
una ecuacioén en una variable.

¢) Resolvemos dicha ecuacion.

d) Una vez obtenido el valor de dicha incégnita, bastard con sustituirlo en
cualquiera de las ecuaciones iniciales y despejar la otra incégnita.

Ejemplo 3.39 Nuevamente tomando el sistema de ecuaciones de los ejemplos
anteriores, veamos la aplicacion de este método para resolverlo:

{ 2r+y=>5 (i.)

dr —y=1 (43.)
Se toma (i.) y se lo multiplica por (—2) miembro a miembro:
—4xr — 2y = —10

luego se suma esta ecuacion a la ecucion (ii.)

—4xr — 2y = —-10
+ 4dr—y=1
Or — 3y = -9
entonces —3y = —9, es decir obtuvimos una ecuacion con una incégnita, cuya

solucion esy = 3. Luego reemplazando este valor de y eni) nos queda otra ecuacion
en una incognita, en este caso x: 2x+3 = 5, luego x = 1. Entonces la solucion del
sistema de ecuaciones es:

S={(1 3)}

Ejemplo 3.40 Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones:

{ 27 + 4y = 2 (i.)
r+2y=1 (73.)

Aplicando el método de reduccion por sumas y resta:
Multiplicamos la ecuacion (ii.) por (—2) :

—2z —4y = -2

luego sumamos ésta ecuacion a (i.)

20 + 4y =2
—2r —4y = -2
Oz +0y =0
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como obtuvimos como resultado 0 = 0 nos indica que el sistema tiene infinitas
soluciones; es decir, es un sistema compatible indeterminado. A la solucion se la
puede expresar de las siguientes maneras:

S={(x; y): r=1-2yVy € R}

o bien

1 1
S={(x; y): y:—§x+§Vx€R}

Ejemplo 3.41 Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones:

20 +4y =2
4z 4+ 8y = 16

Aplicando el métododo de igualacion, despejamos de ambas ecuaciones la variable
x:

2r+4y = 2 — x=1-2y
dr+8y = 16 — z=4—-2y

Igualando las ecuaciones que obtuvimos para luego resolver la ecuacion que nos
queda:

1-2y = 4—-2y —- 2y+2y=4—1
— 0=3 Absurdo!!!!

este absurdo nos indica que el sistema no tiene solucidon, es decir, es un sistema
incompatible.

Situaciones problemaéticas

En muchas situaciones probleméticas se requiere del planteo de un sistema de
ecuaciones para su resolucién.

Ejemplo 3.42

-
En una alcancia hay 50 monedas y un total de $8. r -

\

Si solo hay monedas de $0,10 y de $0, 25, -
¢ Cudntas monedas de $0,10 y de $0,25 hay en la alcancia? .)3 B e
Resolucion:

Como el problema nos prequnta cudntas monedas de cada valor hay en la
alcancia, las incognitas van a representar a la cantidad de monedas, es decir, por
ejemplo podemos suponer que la variable x representa la cantidad de monedas de
$0,10 y la variable y representa a la cantidad de monedas de $0,25. Luego con los
datos del problema armamos las ecuaciones del sistema:

x+y =250 (i.)
0,102 + 0,25y — 8 (.)
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Una vez planteado el sistema de ecuaciones debemos resolverlo por alguno de los
métodos de resolucion mencionados arriba.

Aplicamos el método de sustitucion:

Despejamos de (i.) la variable y :

y=050—ux

luego sustituimos este valor en (ii.) y resolvemos la ecuacion que nos queda:

0,10z + 0,25(50 —x) = 8 o su equivalente al pasar los mimeros decimales a fracciones:
10 + 29 (50 ) 8 L +150 L 8
—_— _— —_ = —_— —_— —_ _— =
100" 100" " 0" T "
6 9
407 2
— =230

entonces el valor de y = 50 — 30 = 20.
Respuesta: Hay 30 monedas de $0,10 y 20 monedas de $0,25 en la alcancia.

Ejemplo 3.43
%}5 En una granja se crian gallinas y conejos.
2 Si se cuentan las cabezas de estos animales son 50,
ol y st se cuentan las patas, son 134.
¢ Cudntos animales hay de cada clase?

Resolucion:

Como el problema nos prequnta cudntos animales de cada clase hay, las incdg-
nitas van a representar a la cantidad de animales, es decir, por ejemplo podemos
suponer que la variable x representa la cantidad de conejos y la variable y rep-
resenta a la cantidad de gallinas. Luego con los datos del problema armamos las
ecuaciones del sistema:

z+y =50 (i)
Ay + 2y = 134 (id.)

Una vez planteado el sistema de ecuaciones debemos resolverlo por alguno de los
métodos de resolucion . Aplicamos el método de igualacion
Despejamos de (i.) y de (ii.) la variable y :

y = 50—u
134 — 4
= Bl

1qualando ambas ecuaciones
00 —x = 67—2x

—x + 2z 67 — 50
r = 17

luego el valor de y es y =50 — 17 = 33
Respuesta: Hay 17 conejos y 33 gallinas.
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Ejercicio 3.44 Resolver los siguientes problemas:

1. En un almacén hay botellas de aceite de 5 litros y 2 litros. En total
hay 1000 litros de acite y 323 botellas. ;Cudntas botellas de cada
tipo hay?

Solucién: Hay 118 botellas de 5 litros y 205 botellas de 2 litros.
2. Carlos le dice a Juan: “el dinero que yo tengo es el doble del que tu

tienes”. Y Juan le responde: “Si me das 600 pesos los dos tendremos
la misma cantidad”. ;Cuanto dinero tiene cada uno?

Solucién: Carlos tiene 1200 pesos y Juan 600.
3. Ana tiene el triple de la edad que su hijo Jaime. Dentro de 15 anos,

la edad de Ana sera el doble que la de su hijo. ;Cuantos anos maés
que Jaime tiene su madre?

Solucién: La madre tiene 30 anos mas que su hijo Jaime.
4. La suma de dos nimeros es 10 y la mitad de uno de ellos es el doble
del otro. ;Qué mimeros son?

Solucién: Los nimeros son 2 y 4.

3.6. Funcion Cuadratica.

Definicién 3.45 La funcion cuadrdtica o funcidn polinémica de sequndo grado es
una funcion cuya expresion algebraica es de la forma y = ax® +bx +c, cona, by
c constantes reales.

El dominio de esta funcién es el conjunto de los niimeros reales y la gréifica de
la misma es una parabola.
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3.6.1. Pardbolas del tipo y = az?, a # 0.

B

Al observar la grafica concluimos:

Respecto de la curva y = 22, y = ax? verifica:

i. Cuando |a| > 1 la curva se acerca al eje y (eje de simetria)
Cuando |a| < 1 se aleja del eje y.

ii. Cuando a > 0 las ramas de la pardbola van hacia arriba.

Cuando a < 0 las ramas de la pardbola van hacia abajo.

3.6.2. Parabolas del tipo y = az® + ¢, a # 0.
Ejemplo 3.46
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Al observar la grafica concluimos:

Respecto de y = 222, la curva de ecuacién y = ax® + ¢, con a # 0 es una
pardbola que:

i. Cuando ¢ > 0 la curva estd desplazada c unidades hacia arriba.

ii. Cuando ¢ < 0 la curva esta desplazada |c| unidades hacia abajo.

3.6.3. Pardbolas del tipo y = a(z — h)?, a # 0.
Ejemplo 3.47

Al observar la grafica concluimos:

2

Respecto de la curva y = 222, la curva de ecuacién y = a(x — h)? con a # 0 es

una pardbola que:

i. Cuando h > 0, la curva estd desplazada h unidades hacia la derecha.

ii. Cuando h < 0, la curva estd desplazada |h| unidades hacia la izquierda.
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3.6.4. Pardbolas del tipo y =a(z —h)?>+c¢, a# 0y c#0.
Ejemplo 3.48

Al observar la grafica concluimos:

En esta iltima construccién unimos lo realizado para la pardbola del tipo y =
a(z — h)? con las del tipo y = azx? + c. De esta manera la pardbola presenta
traslacién horizontal y vertical.

Observacion 3.49 Cuando una funcion cuadrdtica estd expresada en la forma
y = a(x — h)?+ ¢, se dice que estd en su forma candnica, en donde el punto (h,c)
representa al vértice de la pardbola.

3.6.5. Parsbolas del tipo y = ax?+bx+c, con a, by c valores

reales, distintos de cero.
Para graficar a este tipo de pardbola se requiere determinar previamente:

1. La o las intersecciones con el eje x, es decir, los ceros o raices de la funcién.

2. La intersecciéon con el eje y, que se corresponde con el valor del término
independiente o bien se obtiene de reemplazar en la funcién a x por 0.

331—|—l‘2

3. Vértice de la parédbola: v = (z,; y,) donde z, = , CON X1y X9 las raices

de la funcién; o bien la coordenada x del vértice se puede obtener aplicando

la férmula z, = —. La coordenada y del vértice se obtiene reemplazando
a
por el valor obtenido de x, en la funcién; o bien aplicando la férmula, vy, =
dac — b*
4a

4. Eje de simetria de la pardbola, cuya ecuaciéon que lo representa es r = x,,.
Es importante ubicar este eje, pues es aquel que indica que las ramas de la
parabola son simétricas con respecto a él.
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Ejemplo 3.50 sea f(x) = x? — 2x — 3; para represntarla grificamente buscamos:

1. Sus raices o intersecciones con el eje x:

Como A = (=2)2—4-1-(=3) = 16 > 0 luego la funcidn tiene dos raices
reales. Aplicando la formula resolvente o de Bhaskara son:

2+VA  2+4
X1, T2 2.1 = 2
— x1=3 y x2=-1

2. Interseccion con el eje y :

f(0) = 0*-2-0-3=-3

—  f(0)=-3
3. Veértice de la pardbola: V = (x,; y,)
. 3+(=1) _,
2

luego reemplazando por este valor en la funcion se obtiene el valor de vy, :
yp=12-2-1-3=—4

por lo tanto el vértice es:
v=(1; —4)

4. Eje de simetria:
r=1

Ahora si, marcando los resultados encontrados en un sistema de ejes y luego
uniéndolos a estos puntos con una curva suave, obtenemos la grifica de la
funcion.

Eje de Simetria
x=1

0 2 4

Raiz (3;0)

-3
Interseccion con el eje y
(0;-3) 4

-5

Vértice (1; -4)
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De la grifica concluimos que en el intervalo (—oo; 1) la funcion es decre-
ciente, pues cuando los valores de x aumentan, los valores de y disminuyen.
Por otro lado observamos que en el intervalo (1; 00) la funcidn es creciente,
pues a medida que aumentan los valores de x también aumentan los valores
de y. De esta manera tenemos que la funcion alcanza un minimo en el
vértice de la pardbola.

Ejemplo 3.51 sea f(z) = x? —4x +5; para representarla grificamente buscamos:

1. Sus raices o intersecciones con el eje x:

Como A =16—4-1-5 < 0 la funcidn no tiene raices reales, es decir no
cortan nunca al eje x las ramas de la pardbola.

2. Interseccion con el eje y :

f0)=5

3. Veértice de la pardbola: V = (45 yy)

Como no tiene raices reales la funcidn, la coordenada x del vértice no se
puede obtener como el promedio de las raices; es por eso que aplicamos la
formula dada con anterioridad:

Ty=——=2

4
2-1

luego la coordenada y del vértice es:
f(2)=22—-4-2+5=1

por lo tanto el vértice de la pardbola es:

v=(2; 1)

4. Eje de simetria:

Marcando los puntos recién encontrados en un sistema de ejes, y uniéndolos
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considerando también el eje de simetria, obtenemos la grifica de la funcion:

A

Eje de Simetria
¥=12

Interseccidn con
elEjey (05 5

Vértice (2:1)

De la grifica concluimos que en el intervalo (—oo; 2) la funcion es decre-
ciente, pues a medida que aumentan los valores de x disminuyen los valores
de y. Por otro lado observamos que en el intervalo (2; oo) la funcion es
creciente, pues cuando los valores de x aumentan, los valores de y también
lo hacen. De esta manera tenemos que la funcion alcanza un minimo en el
vértice de la pardbola.

Ejercicio 3.52 Graficar las siguientes funciones, indicando luego intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, y si alcanza un valor mdximo o minimo.

1. f(x) =22 —4x+5
2. f(z) = 42* + 24z + 32

1
3. f(x) = —Ea:z + 21 — 2

3.6.6. Problemas de valores maximos y minimos
Hay situaciones probleméticas en donde se pide encontrar el valor mas grande
o el valor mas pequeno de cierta expresiéon. A estos problemas se los conoce como

problemas de méximos y minimos. Para resolverlos se requiere del concepto de
funcién cuadrética.
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Ejemplo 3.53 St la diferencia entre dos niimeros es 6 ;Cudles deben ser
los nimeros para obtener el menor producto? ;Cudl es ese producto?

Para resolverlo, planteamos la funcion que representa esta situacion.

La incégnita del problema son los nimeros a encontrar, es por eso que a uno
lo definimos como x y al otro como (x — 6), pues la diferencia de ambos debe de
ser 6. Luego el problema pide determinar estos nimeros cuando el producto entre
ellos sea minimo, entonces nos queda como funcion:

f(x) = x(x - 6)

que se corresponde a una funcion cuadrdtica expresada en forma factorizada. En
el vértice de la pardbola se obtiene el valor minimo, en donde la coordenada x del
vértice, en este caso, nos da uno de los nimeros buscados (x), y la coordenada y
del vértice nos da, en nuestro caso, el valor del producto minimo.

Determinemos entonces el vértice de la funcion:

0+6
Como las raices son 0 y 6, x, = % = 3, entonces y, = 3(3 — 6) = —9,

es decir el vértice es:
v=(3; —9)

de este resultado damos repuesta al problema:
Repuesta: Los nimeros para obtener el menor producto son 3 y —3; y el
producto entre ellos es —9.
Veamos la representacion grifica de esta funcion para terminar de entender la
repuesta dada al problema:

Valor en donde se alcanza
elminimo: v = (3; -9)

Observacién 3.54 Consideramos como dominio de la funcion el intervalo [0; 6]
pues en este intervalo se verifican las condiciones dadas en el problema.

Ejemplo 3.55 Un granjero dispone de 1200 metros de cerca para con-
struir 3 corrales rectangulares, paralelos e idénticos, como muestra la
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figura. ;Cudl es el mayor area total que puede cercar? ;Cudles son las
dimensiones de cada corral?

Para resolverlo se debe plantear primero la funcion que representa la situacion
problemdtica.
Consideramos las siguientes incégnitas sobre la figura dada:

X

e

luego la relacion que se da entre las variables de acuerdo a los datos del problema
es:

3
6x + 4y = 1200 — y:300—§x

entonces si el problema nos pide determinar la mayor drea total que puede cercar,
la funcion a maximizar es:

f(x) = (Bx)y reemplazando por el valor de y
3
f(z) = (3x2) (300 — —x) factorizamos ésta funcion para determinar sus raices
9
flz) = —535(3: —200)

Las raices de la funcion son x = 0 y x = 200 entonces el vértice se va a encontrar
en:

200 + 0 9
_ 2* =100 — y, = —3100(100 — 200) = 45000

v = (Ty; Yp) donde z,

— v = (100; 45000)

de estos resultados concluimos que el drea total maxima es 45000 y las dimensiones

3
de cada corral son x = 100 e y = 300 — 5100 = 150.
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Ejercicio 3.56 Resolver los siguientes problemas:

1. Hallar dos niimeros cuya suma sea 10 y cuyo producto sea maximo.
Solucién: Los nimeros son el 5.

2. Hallar dos niimeros positivos cuya suma sea 50 y tal que la suma
de sus cuadrados sea minima.

Solucioén: Los nimeros son el 25.

3.7. Polinomios

Los polinomios que estudiaremos son expresiones de la forma:

P(2) = apa™ + @p 12"+ o™+ a1 + ao
donde a,, a,_1, Gn_2,...... , ap son numeros reales constantes, llamados Coefi-
cientes; z es la Indeterminada, y los exponentes de cada una de las = (n, n —
1, n—2, ... , 1) son nimeros naturales constantes.

A cada término del polinomio se lo llama Monomio.

a, es el Coeficiente Principal; en el caso de que a, = 1 se dice que el
polinomio es Ménico.

ag es el Término Independiente.

_ _ 4 3
1. P(x) = 5 x4 22° 4 4o + 6
Coeficiente principal Término independiente
2. P(z) =2z 4 622 — 32° + 1
3. P(z) = =3x72+2x — 4 ojo!! este no es un polinomio pues —2 no es un

numero natural.

4. P(z) = 2"+ 223 — 2z Ojo!! este tampoco es un polinomio pues una de las
potencias a la que estd elevada x no es un niumero natural.

El Grado de un polinomio es el del monomio de mayor grado que figura en él.

Ejemplo 3.57 P(z) = —6x2° + 32 + 2 — 9 este polinomio es de grado 5 pues es
la mayor potencia a la que estd elevada x.

Un polinomio esta ordenado cuando los monomios que lo componen estan
escritos en forma creciente o decreciente segin su grado.

Ejemplo 3.58 1. P(x) = 32%— 52+ 323 — 22+ 1 — Polinomio ordenado de
manera decreciente.
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2. P(x) = 2+ 3x — 42® + 192* — 102> — Polinomio ordenado de manera
creciente.

3. P(x) =523 — 427 + 82* — 32 + /10 — Polinomio no ordenado.

Un polinomio de grado n es Completo cuando en él figuran (n+ 1) monomios,
desde el término independiente hasta el grado n.

Si el polinomio no estd completo, lo podemos completar sumando con coefi-
cientes nulos todos los términos faltantes.

Ejemplo 3.59 1. P(x) = —32? + 52 —4 — Polinomio completo y ordenado
de manera decreciente.

2. P(x) = " — 2x° + 32% Polinomio no completo, pero ordenado. Lo podemos
completar de la siguiente manera: P(z) = 27 +02°% — 225 4+ 02* + 323 4 022 +
0z +0

3. P(x) = 82% + 2% — 10 + 62° + V2x Este polinomio no estd completo, ni
ordenado, luego lo podemos ordenar y completar de la siguiente manera:

P(z) = 825 + 62° + 0z* + 02° 4+ 22 + V22 — 10
Un valor de = es Raiz de P(x) si el polinomio se anula para ese valor:

x = a es raiz de P(x) siy solo si P(a) =0
Ejemplo 3.60 z = 1 es raiz de P(x) = 2° — 2* porque P(1) = 1° — 13 = 0, como
ast también —1 es raiz de P(x) = x5 — 23, pues P(—1) = 0.

JAhora bien como hacemos para obtener el valor de las raices de un polinomio
de forma exacta, es decir sin tener la necesidad de ir probando aquel valor que
anula al polinomio?

Para dar repuesta a este problema requerimos del concepto de Factorizacién
de un polinomio.

Factorear o factorizar un polinomio en R significa expresarlo como producto
de polinomios de grado 1 y/o de polinomios de mayor grado irreducibles (aquellos
polinomios que no tienen raices reales).

Existen diferentes estrategias que se utilizan para factorizar un polinomio, de-
pendiendo de la estructura que estos presentan.

3.7.1. Estrategias de Factorizacién:
Factor comin.

Cuando en un polinomio P(z) la variable x figura en todo los términos, es
conveniente extraerla como factor comin, y se la extrae a la menor potencia.

1. P(z) = 72° + 5zt + factor comain z3.

2. P(x) =2*(72*> + 5x + 1)
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Observacion 3.61 FEn algunos casos se extrae un nimero que es factor comin
en todo los coeficientes.

1. P(z) = —42" — 823+ 42? + 162 factor comin 4z
2. P(z) =4x(—2% — 222 + z +4)
Diferencia de cuadrados.
Una diferencia de cuadrados puede escribirse:
a® —b* = (a—b)(a+0)

esto es, la resta de dos términos, en donde cada uno de ellos estd elevado al cuadra-
do, es igual al producto de su diferencia por su suma.

1. P(z) =2*—25=(x —5)(z +5) Este polinomio estd expresado, asi, en su
forma factorizada.

2. P(z)=2"-16= (2% — 4) (2% + 4)
Diferencia de Polinomio Irreducible
cuadrados

— P(x)=2*—16 = (z — 2)(z + 2)(2? + 4)

Factor comiin por grupos.

Algunos polinomios presentan una estructura que nos permite formar grupos
de igual cantidad de términos y sacar factor comin en cada uno de esos grupos.
Una vez hecho esto, aparece un nuevo factor comin en todo los grupos.

Ejemplo 3.62 P(z) = 72° — 5z* + 142 — 10 Agrupamos
— P(z) = (72° — 52%) + (14 — 10)  Sacamos factor comiin en cada grupo
— P(x) = 2Tz — 5) + 2(Tx — 5) Sacamos factor comin (7Tx — 5)
— P(x) = (Tz — 5)(z* + 2)

Ejemplo 3.63 P(z) =328 + 27 — 22° + 323 + 22 -2 Agrupamos
— P(z) = (32® + 27 — 22°) + (32® + 2? — 2)  Sacamos factor comin en el
primer grupo
— P(z) = 2°(3x3+2*—2)+(323+2%—2)  Sacamos factor comin (3z*+x>—2)
— P(x) =323 + 22— 2)(z° + 1)

Trinomio al cuadrado perfecto.

Las expresiones de la forma a? + 2ab+b? o a® — 2ab+ b* se denominan trinomio
al cuadrado perfecto y se obtienen al desarrollar (a+b)? o (a—b)? respectivamente,
es decir:

(a+b)* = a® + 2ab + b? (a —b)* = a* — 2ab + b

Para que un trinomio sea un cuadrado perfecto:
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* Dos de los términos deben ser cuadrados a? y b2.

* Antes de a? y b? no debe haber signo negativo, si lo hubiese, sacar (—1) factor
comun.

* El producto (2ab) es el término restante.

Ejemplo 3.64 P(z) = 2* + 10z + 25
2 2.2.5 52

— P(z) = (2 +5)

. _ 2 .
Ejemplo 3.65 P(z) = 4x 24z, + 36
(22)2 226 62

— P(z) = (2z — 6)?

Cuatrinomio al cubo perfecto.

Se aplica este caso cuando en un polinomio que tiene cuatro términos, se identi-
fica que dos de ellos son cubos perfectos, un tercer término es el triple del cuadrado
de la base del primer cubo por la base del segundo cubo, y el cuarto término es
el triple de la base del primer cubo por el cuadrado de la base del segundo cubo.
Esto es:

(a+b)° = d®+3ab+ 3ab® +b°
(a—b)?® = a®—3a*+ 3ab® — b
. _ g3 2
Ejemplo 3.66 P(z) = 8z° + 362 + 54z, + 27
(2z)3 3z23 3z32 33

P(z) = (22 + 3)3

Regla de Ruffini.

La Regla de Ruffini consiste en una disposiciéon préctica que permite efectuar
en una forma sencilla la divisién entre polinomios, siempre que el divisor sea de la
forma (z — a).

Observacion 3.67 Para aplicar esta regla, el polinomio debe de estar completo y
ordenado en forma decreciente.

Ejemplo 3.68 Se desea dividir al polinomio (32® + 72 + 6x — 1) por (z — (—2))
aplicando la regla de Ruffini. Consideramos entonces los siguientes pasos:

1. En la primera fila se colocan los coeficientes del polinomio, luego se baja
el término que se corresponde al coeficiente principal, para ser multiplicado
por el (—2); el resultado de este producto, —6, es sumado al coeficiente que
sigue, en este caso, el 7.

105 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



CAPITULO 3. FUNCIONES

2. El valor obtenido de sumar 7+ (—6) = 1, se lo va a multiplicar por (—2) y el
resultado se colocard debajo del tercer coeficiente, 6, para realizar su suma:

4. Luego los valores 3, 1 y 4, seran los coeficientes del cociente de la division,
recordemos que este siempre es de un grado menor al del polinomio dado.
De esta manera al polinomio 323 + 72? + 62 — 1 se lo puede expresar:

Px)=323+72°+62—1=B* +2+4)(2+2) -9

donde 322 + x + 4 es el cociente de la division y —9 es el resto de la misma;
cuando se lo divide por (z + 2).

Observacion 3.69 FEl resto obtenido al hacer la division es —9, un valor distinto
de 0, y por lo tanto no se puede decir que (—2) es una raiz del polinomio. A

nosotros nos va a interesar aplicar esta regla para poder factorizar un polinomio,
entonces queremos que el resto nos de 0.

Ejemplo 3.70 Sea P(z) = 2* + 222 — 2 + x lo queremos dividir por (z + 1)
aplicando la regla de Ruffini. Como P(x) no estd completo y ordenado, primero
debemos hacerlo, para aplicar la regla:

— P(z) =24+ 02° +22° + v — 2
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como el resto obtenido es 0, decimos que —1 es raiz del polinomio. Luego al poli-
nomio dado se lo expresa:

P(x) = (2 —2* + 3z — 2)(z + 1)

St queremos sequir reduciendo a este polinomio como un producto de polinomios

de grado uno o polinomios de mayor grado irreducible, se debe factorizar a (x3 —

22 + 3z — 2); como no es un cuatrinomio al cubo perfecto, aplicamos la regla de
Ruffini nuevamente:

1 -1 3 -2

2 2 2 10
1 1 5 8

Resto

Como el resto es un valor distinto de cero, se tiene que 2 no es raiz del polinomio.
Probamos con otro valor:

Resto

como nuevamente el resto es distinto de cero, sequimos probando con distintos
numeros hasta obtener un valor en donde se obtenga resto 0. Pero este método de
1 probando, no estd bueno, pues se pierde mucho tiempo; entonces recurrimos a
lo siguiente:

"Los candidatos a raices racionales de un polinomio son aquellos valores
que provienen del cociente de los divisores del término independiente, con los di-
visores del coeficiente principal”

En nuestro ejemplo serian:

+2 £l
1 £l

Observacion 3.71 En el caso de que con estos valores no se obtenga resto cero,
al hacer la division, significa que la raiz es irracional y en este caso a la misma se
la debe de aproximar; lo cual supera al desarrollo de este curso.
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Veamos ahora un par de ejemplos en donde se aplican estas diferentes estrate-
gias para factorizar a un polinomio.

Ejemplo 3.72 Factoricemos el polinomio P(x) = 2° — 923 + 42% + 12x :
1. Primero aplicamos factor comin x :

P(z) = z(2* — 92% + 42 + 12)

2. Debemos factorizar (z* — 922 + 4x + 12) y para ello aplicamos la regla de
Ruffini; pero para ello debemos completar al polinomio:

Consideramos como raiz al valor —1.

Coeficientes del cociente Resto

luego
' =927 + 42+ 12 = (v — (=1))(z* — 2% — 8z + 12)

3. Aplicamos nuevamente la regla de Ruffini sobre (3 — x? — 8x + 12) con-
siderando como raiz a 2.

Coeficientes del cociente Resto
luego
(2 —2* = 8x +12) = (v — 2)(2® + 2 — 6)

4. Ahora debemos factorizar (x2+x—6) y para ello aplicamos bhaskara, férmula
vista en el sequndo capitulo en la sesion de ecuacion de sequndo grado:

145

—1+/1-41.(-6) —-1£v25 -1+5 | ©1= 2

2
~1%5
2,1 2.1 2 o= 2= 3

luego
(2> 4+ 2 —6) = (z —2)(z — (=3))
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Finalmente uniendo todos los resultados obtenidos expresamos al polinomio
en forma factorizada:

P(z) = 2°—92° +42° + 122 = z(z + 1) (2 — 2)(x — 2)(z + 3)
—  Plx)=z(z+1)(z—2)*(z+3)

Observacion 3.73 Los métodos que aplicamos para factorizar a un polinomio
pueden ser diferentes a los usados en el ejemplo anterior; pero la expresion factor-
1zada de un polinomio es unica.

Ejercicio 3.74 Factorizar los siguientes polinomios:

1. P(z) = a® — 92% + 27z — 27 3. P(z) = 162 — 1

2. P(x)=x2*—32% -4 4. P(z)=2*+32 -2 -3
Solucién:

1. P(z) = (z—3)* 3. P(x) =16 (z — 1) (z+ 1) (a2 + 1)
2. P(x)=(z—2)(z+2)(2* + 1) 4. P(z) =(x —1)(z+ 1)(x + 3)

3.8. Expresiones Racionales

Definicién 3.75 Se llama Expresiéon Racional en la variable x, a toda expre-

P
sion del tipo R(z) = Ple) definida para todo x tal que Q(x) # 0, donde P(x) y

Q(x)

Q(x) son polinomios.

3.8.1. Dominio de Validez

Definicién 3.76 El Dominio de Validez de la expresion es el conjunto de val-
ores reales de x para los cuales Q(x) # 0.

Ejemplo 3.77 Dada la expresion racional

B —322 + 22— 4

R(z) o

determinemos su dominio de validez, y para ello busquemos las raices del polinomio
del denominador, ya que estos valores son aquellos que quedan fuera del dominio
de validez, dado que dan lugar a una division por cero.
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Para determinar las raices de x* — 9, vamos a factorizar a este polinomio.
2~ 9= (z—3)(z+3) Aplicamos diferencia de cuadrados.
Por lo tanto el dominio de validez es:
Dominio: R — {-3; 3}
Ejemplo 3.78 Dada la expresion racional

2z

R(z) = 23— 3x2 + 2z

determinemos su dominio de validez, y para ello busquemos las raices del polinomio
del denominador, ya que estos valores son aquellos que quedan fuera del dominio
de validez, dado que dan lugar a una division por cero.

Para determinar las raices de x®—3x*+2x, vamos a factorizar a este polinomio.

23 =322 +22 = z(2® — 3w +2) Aplicamos factor comin x.

= z(z—1)(z—2) Aplicamos Bhaskara.
Por lo tanto el dominio de validez es:

Dominio: R —{0; 1; 2}

3.8.2. Simplificacion de Expresiones Racionales

Las operaciones realizadas para simplificar expresiones racionales se realizan
con el fin de lograr expresiones mas sencillas que la expresién dada. Estas expre-
siones mas sencillas serdn equivalentes a la original siempre que se las considere
definidas en el dominio de validez de la expresién original.

Al trabajar con expresiones racionales nos resultard conveniente simplificar
sus férmulas, es decir, su expresién racional. Es posible simplificar cuando existen
factores comunes en el numerador y en el denominador; de lo contrario, la expresién
racional es irreducible.

Ejemplo 3.79 Simplifiquemos la siguiente expresion racional:

2 =1
R(m)_m3+3x2—x—3

Primero debemos buscar el dominio de validez, y para ello calculamos las raices del
polinomio del denominador x3+3x2—x—3 aplicando algiin método de factorizacion
o la regla de Ruffini o la formula resolvente de Bhaskara.

Aplicando factor comin por grupos nos queda:

2?4327~ -3 = (2°+32%) + (—2 - 3)
= 2*(z+3) - (z+3)
-1
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Ahora factorizamos x* — 1,aplicando diferencia de cuadrados:
2 —1=(z—-1(z+1)
Finalmete la expresion factorizada del polinomio del denominador es:
(x+3)(z—1)(z+1)
Entonces el dominio de validez es:
Dominio: R — {-3, —1, 1}

Ahora se debe factorizar x* — 1, y para ello aplicamos el caso de factoreo de difer-
encia de cuadrados:
2 —1=(z—1(z+1)

La expresion racional nos queda entonces de la siguiente manera:

- 221 (= D(z+1)
Rl@)= 52573~ (z+3)(z—1)(z+1)

Ahora si estamos en condiciones de simplificar a la expresion:

2 — 1 (ze—T1](z-T)

_H._‘ p— pr—
@) 2P +322 —2-3  (z—TJ(z4+1)(z+3)

entonces la expresion simplificada de R(x) es:

1
R p—
(z) r+3

Ejemplo 3.80 Simplifiquemos la expresion racional:

x3 — 49z
3 — 1422 4+ 49%

R(z) =

Primero debemos buscar el dominio de validez, y para ello calculamos las raices del
polinomio del denominador 23 — 1422 + 49z aplicando algin caso de factorizacion,
la regla de Ruffini o la formula resolvente de Bhaskara. En este caso nos conviene
aplicar el caso de factoreo, factor comin:

2 — 142° + 49z = x(2* — 142 + 49)
luego 2% — 14x + 49, como es un trinomio al cuadrado perfecto, nos queda:
v — 14z +49 = (v — 7)?

Finalmente:
22— 142® + 492 = 2(x — 7)* = (v — 0)(z — 7)?

Entonces el dominio de validez es:

Dominio: R —{0, 7}
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Ahora factorizamos x® — 49x; y para ello aplicamos el caso de factoreo, factor

coman:
7® — 497 = x(2® — 49)

luego x*—49, representa una diferencia de cuadrados, entonces se lo puede expresar:
7 —49 = (x—T)(z +7)
finalmente
2* —49r = x(z — T)(x +7)

Luego la expresion racional, al expresar a los polinomios del numerador y del
denominador en forma factorizada, nos queda:

3 — 49z Cz(z—=T)(x+7)

R(z) = —
(=) x® — 1422 + 492 x(r —T7)2

Ahora si estamos en condiciones de simplificar:

3 — 49z _ Zz—~T)(x+17)
23— 1422 + 49z Az —T)72

R(z) =

entonces la expresion simplificada de R(x) es:

Ejercicio 3.81 Simplificar las siguientes expresiones racionales, determinando
previamente su dominio de validez.

2 -9 23—z
1. R(z) = ——— 3. R(x) = ————
() 2?2 —b5x +6 () x? — 3z + 2
223 4 5z* — 3w 3at 4 32® — 3% — 3z
2. = 4. =
R(z) 3+ 522 +3x -9 B(z) 2+
Solucién:
1. R(z) = 2 2; Dominio de Validez: R — {2, 3}
Tz —
2 _1
2. R(z) = @ f (1:1;(33 1)3); Dominio de Validez: R — {-3, 1}
x(x+1) . .
3. R(z) = m; Dominio de Validez: R — {1, 2}

4. R(z) =3(z —1)(x +1); Dominio de Validez: R — {—1, 0}
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Capitulo 4

Trigonometria

Estudiaremos en este capitulo una parte de la matemaéatica conocida con el
nombre de Trigonometria. En griego, el término trigonon significa triangulo y
metron medida, por lo cual la trigonometria se especializa en el estudio de la
medida de los tridngulos y surge de la necesidad de resolver problemas relacionados
con la medicién de dngulos y distancias en tridngulos y otros poligonos.

4.1. Angulos

En trigonometria se considera que un dngulo plano se genera por el giro de una

semirrecta alrededor de su origen, considerado éste un punto fijo. En la figura se
A

representa el &ngulo AO B generado por el giro de orientacién positiva (antihorario)

de una semirrecta en su posicién inicial OA hasta su posicién final OB. El punto

O se llama vértice del dngulo, la semirrecta OA lado inicial y la semirrecta OB
lado final del angulo

Lado Final

Orientacion
positiva

Lado nicial A

Un giro con orientacién positiva es aquel que se realiza en sentido antihorario,
es decir, en el sentido contrario al que se mueven las manecillas del reloj. La
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orientacién negativa de un dngulo, por su parte, es la de un giro realizado en
sentido horario.

Alaunos dnaulos Y rticulares

,p

poOSLLLOW ESTANAAY

recto obtuso aoudo

Como ya se adelanté en la imagen anterior, dado un sistema de coordenadas
rectangulares los dngulos que tienen su vértice en el origen del sistema de coorde-
nadas y el semieje positivo de las  como lado inicial, se dice que estédn en posicién
normal o estandar. En estas circunstancias, dos éngulos en posicién estandar o
normal, uno de medida a y otro de medida [ son dngulos coterminales si y solo
si comparten el mismo lado terminal.

4.2. Sistemas de medicién de angulos

Existen dos sistemas que permiten caracterizar la medida o amplitud de un
angulo, el Sistema Sexagesimal y el Sistema Circular o Radial.

4.2.1. Sistema Sexagesimal

Este sistema utiliza como unidad de medida el grado seragesimal 1°, cuya
amplitud se define como la 90 — ava parte de un angulo recto. De lo precedente se
deduce que un dngulo recto mide 90°.

Los submuiiltiplos del grado sexagesimal son:

» El minuto sexagesimal definido por la relacién 1° = 60/

» El sequndo sexagesimal dado por 1" = 60"
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Ejemplo 4.1 Supongamos que conocemos la medida de un dngulo, y que la mis-
ma es de 13,45°. ;Como podemos expresar esta cantidad en grados, minutos y
sequndos?

Solucion:

Pues 13,45° = 13° +0,45° y haciendo uso de la conocida regla de tres calcu-
laremos:

e 60’
0,45 - 60

—————————— ST

Por lo tanto, tenemos que 13,45° = 13°27’

=27

Ejemplo 4.2 Calcular la medida del angulo o sabiendo que es la tercera parte del
dngulo [ = 95°

Solucion:
95 3
D 31,66...
20
20
Luego o« = 31,6 sdlo nos resta expresar el resultado en grados, minutos y

seqgundos. Para ello apelaremos a la regla de tres aprorimando o = 31,66°

r° 60’
0,66 - 60
______ = ’f = 39,6
Obtuvimos ahora o = 31°39,6’ pero el resutado debe expresarse en grados,
minutos y sequndos, haciendo uso nuevamente de la regla de tres, para 39,6" =
39"+ 0,6
1/ 60//

Estamos ahora en condiciones de dar solucion al problema: o = 31°39'36".

Ejercicio 4.3 Ezpresar en grados, minutos y sequndos la medida de los siguientes
dangulos:

Ejercicio 4.4 1. «=13,2° 3. 6 =637,96°

2. B = 45,52° 4. v =0,96°
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4.2.2. Sistema Circular o Radial

A
Consideremos una circunferencia de radio r» y un déngulo AOB con su vértice
O en el centro de la circunferencia. En el sistema circular se define la media o del
A

dngulo AOB como el cociente entre la longitud L del arco que subtiende el angulo
y la longitud r del radio de la circunferencia, es decir a = %

Definicién 4.5 Se denomina radidn a la medida del dngulo que subtiende un arco
L de igual longitud que el radio de la circunferencia r, es decir, si L = r entonces
a = 1rad. Para poner de manifiesto que la medida del dngulo estd en radianes, se
anade la unidad de medida expresada mediante la palabra rad a continuacion del
valor de la medida del dngulo.

Graficamente, podemos expresarlo como:

Dado que el perfmetro de un circulo es P = 27r donde r es el radio de la

circunferencia, si « representa un dngulo completo (es decir un giro) entonces

27r : : - S :
o = — = 27 rad. Esto nos permite realizar la siguiente identificacién:
r

21 rad = 360° 7 rad = 180° %’/T rad = 90°

y a partir de estas identidades podemos pasar de un sistema de medicién de
angulos al otro, haciendo nuevamente uso de la ya mencionada regla de tres.

Ejemplo 4.6 Calculemos la medida del dngulo 5 en el sistema radial sabiendo
que en el sexagesimal mide 5 = 60°

Solucion:
180° mrad
60° I:60 ‘1W:ﬂ7r TCLd:lT(' rad
______ 180° 180 3

Obtuvimos que f = %ﬂ' rad. Para ello notemos que NO usamos el valor de 7 al
efectuar la regla de tres y por eso mismo el resultado queda expresado en “m rad”.

_____ 60° - 1w
60° = — 1,047 rad
—————— T g

Obtuvimos que 8 = 1,047 rad pues en este caso si usamos el valor de m al
efectuar la regla de tres y por eso mismo el resultado queda expresado en ‘rad”.

Notemos que el no uso de m en los cdlculos nos arroja un valor exacto para
trabajar, y por este motivo comunmente los dngulos son expresados en “r rad”.
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Ejemplo 4.7 Calculemos la medida del dngulo o en el sistema sexagesimal sabi-
endo que en el radial mide o = %77 rad

Solucion:

%7‘(‘ rad - 180° B % - 180°
4 T N T rad N 1
Luego oo = 135°

= 135°

Ejercicio 4.8 Encontrar la medida de los siguientes dngulos en ambos sistemas
de medicion.

1. o =132° 3. v = 45°31

2. B=1,9 rad 4. 0 = 3w rad

Ejercicio 4.9 Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una longitud de
arco L = 24,6m tiene como dngulo correspondiente uno de 70°.

4.3. Funciones trigonométricas

Definiremos las funciones trigonométricas considerando un punto sobre el lado
terminal de un dngulo ubicado en posicién esténdar. Consideremos en el plano R?
un dngulo de medida « (en radianes) en posicién estandar y un punto P = (¢, b)
en el lado terminal de o, a una distancia r > 0 del origen de coordenadas. Quedan
definidos entonces los siguientes cocientes:

y A
P=(c;b) ordenada de P b

T r

abscisade P ¢

a - - =

r T

V=

C

Puede probarse que los resultados de estos cocientes no dependen de la distancia
r del punto P al origen (0;0) sino que quedan determinados por la medida del
dngulo a elegido. Nosostros nos conformaremos con ver un ejemplo de lo antes
mencionado.
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y A Calculemos los valores de r usando Pitagoras

Q=(6.8)
- 2 2= -
L3 2=\25= 5 1,=\/87+67=\100 = 10

8 Las relaciones entre lados serian entonces:
4 4 _ 8 3 _ 6
4 X 5 1 ' 5 10
3 6 ? es decir, no dependen del punto considerado.

P=(3.4)

Como vemos en el ejemplo, los cocientes considerados no dependen necesari-
amente de la distancia r del punto considerado al origen de coordenadas. En su
lugar, esas relaciones varian en funcién de « y por eso decimos que son “Funciones
de o”. En base a esas razones, definimos las conocidas Funciones Trigonométricas
seno y coseno como sigue:

) b c
sin(a) = — cos(a) = —
r r
Donde « es la medida en radianes del dngulo considerado y sin(«) y cos(«)

c : :
nimeros reales (pues — y — lo son). A partir de las anteriores se definen otras
roor

cuatro funciones trigonométricas conocidas:

sin(a) b

+ Tungente dea: tan(a) = S2os =0 cos(a) £0 (oc#£0)
« Cotangente de a: m@:ﬂﬁ% sin(a) £0 (0 b#0)
. Secante de o WMF%Q@:E cos(a) £0 (0 ¢ # 0)

« Cosecante de a:  csc(a) = Sml(a) - % sin(a) £0 (0 b#0)

Nota 4.10 Dado que r > 0 tenemos las siguientes caracteristicas de las funciones
trigonométricas:

n FEl seno y el coseno de o quedan definidos para todo o € R.

= La tangente y la secante de o mo estdan definidas para dngulos cuyos lados
terminales estén contenidos en el eje de las y, es decir dngulos como Srad,

3 5
sm rad, 3T rad...

s La cotangente y la cosecante de o mo estdn definidas para dngulos cuyos
lados terminales estén contenidos en el eje de las x, es decir dngulos como
0 rad, ™ rad, 27 rad, 3w rad...
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4.3.1. La Circunferencia Trigonométrica

Definicién 4.11 Considerando en el plano un sistema de ejes cartesianos, lla-
maremos circunferencia trigonométrica a la circunferencia de radio 1 y centro en
el origen de coordenadas.

Siendo « la medida del dngulo en radianes, considerado « en posicién esténdar,
la interseccién de la circunferencia trigonométrica con el lado terminal del dngulo,
determinan un punto P cuyas coordenadas son P = (cos(«);sin(«)). Podemos
verlo gréficamente de la siguiente manera:

lado
terminal . b
_____ sin(a) = — = 1

o
R

cos(a) =

SO
I
I
a

Luego P = (¢, b) = (cos(a);sin(a)). La posicién del punto P dependerd del dn-
gulo « considerado, pero siempre se encontrara sobre la circunferencia trigonométri-
ca, por lo tanto la abscisa ¢ y la ordenada b del punto siempre estardn entre —1 y
1, es decir:

—1 <sin(a) <1 —1<cos(a) <1

Dado que las funciones trigonométricas se definieron independientemente del
valor r de la distancia entre el origen y el punto P seleccionado sobre el lado
terminal del dngulo, podemos establecer » = 1 para trabajar mas céomodamente
sobre la circunferencia trigonométrica, cuando estemos trabajando con funciones
trigonométricas.

4.3.2. Signo de las Funciones Trigonométricas

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, los ejes coordenados dividen
al plano cartesiano en cuatro cuadrantes. Con el objeto de analizar los signos de
sin(a) y cos(a) (y por tanto el del resto de las funciones trigonométricas) se pueden
observar las coordenadas del punto P para dngulos de medida « con los lados
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terminales en los cuatro cuadrantes. Veamos gréficamente cémo serfa cada caso:

y .
T —
pd S ™
) el P A
AN /: Segundo .
LN X Cuadrante
"‘; { \ / : x
[ 1 \ [ \
( | \ [ ! \
" ‘ . : ! ! |
1 i I x o
\ Primer | | /
Cuadrante | \ /
\ / N\ ./‘
\\ J “1‘ /
AN / \
N / A s
. S
— e
¥ y
. N
/ /’ \\ /// h
Tercer \, / Cuarto
/ Cuadrante / Cuadrante '\
- o L —1
\ 1 | x | \ | X
\ [ ) /
\ 1 I /
\ | I
1 I
| 1
X 1
SRR / N )
AN P

Observando los gréficos se concluye que:

» El seno (ordenada del punto P) es un nidmero positivo para los dngulos del
primero y del segundo cuadrante y es negativo para dngulos en el tercero y
cuarto cuadrante. Asimismo, vemos que sin(«) es nulo cuando o = 0 rad o

o =7 rad, sin(a) = 1 cuando a = Zrad y sin(a) = —1 cuando a = Frad.

= El coseno (abscisa del punto P) es un nimero positivo para los angulos del
primero y del cuarto cuadrante y es negativo para dangulos en el segundo y
tercer cuadrante. Asimismo, vemos que cos(a) es nulo cuando o = Frad o
o = 2Trad, cos(a) = 1 cuando o = 0 rad y cos(a) = —1 cuando a = 7 rad.

= Los signos de las demds razones trigonométricas son consecuencia de los
signos de las funciones seno y coseno. Estas conclusiones son vélidas también
para angulos de més de un giro (o > 27 rad), sélo debemos mirar en qué
cuadrante cae el punto P, es decir, en qué cuadrante se intersectan el lado
terminal del dngulo con la circunferencia trigonométrica.

Ejercicio 4.12 Carcular el signo de las restantes funciones trigonométricas, a
partir de los datos dados en cada caso:
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1. sin(z) >0 y cos(z)>0
2. cos(z)>0 y tan(z) <0

3. sec(r) <0 y csc(z)<0

4.4. Valores de algunos angulos caracteristicos

A continuacién vamos a calcular los valores de las funciones trigonométricas
para algunos dngulos particulares.

Angulo de 0rad
Ll
Al marcar en la circunferencia trigonométrica un
angulo de a = Orad el punto P que resulta de la
interseccién del lado terminal del angulo con
la circunferencia es el punto P = (1;0) y por lo

tanto:
sin(0) =0 cos(0) =1 tan(0) =0

Angulo de Frad
. . . L. ¥
Al marcar en la circunferencia trigonométrica un
dngulo de oo = Zrad = 30° podemos marcar un segundo
angulo de 30° con orientacién negativa y quedard

A
determinado entonces un triangulo O P(Q) tal que
OP = OQ = 1 pues ambos segmentos son radio
de la circunferencia; de donde el tridngulo es
is6sceles y de allf que los dngulos en P y en ()
deben ser de igual medida. Ahora bien, como

todos los dngulos interiores de un tridngulo suman 180° entonces cada dngulo
medird 60°, es decir el tridngulo es equildtero y por tanto el lado restante medira
igual que los dos lados ya conocidos: PQ = 1. Como OR divide al tridngulo en dos
tridngulos iguales, entonces

s — 1

in(—)=PR=—

S < 6 > 2
Haciendo uso del Teorema de Pitdgoras calculemos el lado faltante del tridngulo

A _
OPR cuya longitud nos dard el valor del coseno del angulo: OR = cos (%)
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Ejemplo 4.13
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Angulo de %md

T
Notemos, en este caso que 45° = Zmd

L

y nuevamente como los dngulos P
interiores de todo tridngulo suman 180°
conociendo los dngulos de 90° y 45° del x
A
45°

tridangulo rectdngulo O PR podemos calcular el

angulo O]ADR faltante que también resulta ser de 45°
Estos nos dice que el tidngulo es isésceles y
que por tanto OR = PR y que OP = 1 dado
que es radio de la circunferencia trigonométrica.
Conociendo estos datos apliquemos el Teorema de Pitdgoras al tridngulo en
cuestién. Llamemos OR = PR = « de donde

2 V2

1
l=2?+2> - 1=22"—>2 =5 7 T="

de donde
n(3)=en() =2 n(5)

Angulo de gmd

En este caso si marcamos un angulo de
T . 30
—rad = 60° notaremos que el tridngulo que

queda definido tiene un dngulo de 30°
cuyo seno (que se encuentra representado ‘ JAB0° x
por el cateto opuesto) coincide con el

coseno del dngulo de 60°. Andlogamente,

el coseno del dngulo de 30° estd representado
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por el cateto adyacente, que es el cateto opuesto al dngulo de 60° y por este
motivo:
sin (

sin (
tan (

—
I
(@]
O
9

iy o3 ol
N——
[

. —~
N——— ——
I
| =

~—
|

8

S

Angulo de gmd

. ) ™
Por 1ltimo al marcar un déngulo degmd en

nuestra circunferencia trigonométrica el
lado terminal del mismo coincide con el
eje de las y, y por lo tanto el punto P serd . x
en este caso P = (1,0) de donde
deducimos que:

sin <g) =1 cos(g) =0 tan (g) no estd definida.

Podemos resumir lo antes visto en la siguiente tabla de valores:

« Orad T rad  rad " rad T rad
6 4 3 2
sin(«) 0 % 4 \/Tg 1
cos(a) 1 \/75 \/7§ 3 0
tan(a) 0 \/?g 1 V3 -

Notemos que so6lo calculamos valores de é&ngulos dados en el primer cuadrante,
en el resto de los cuadrantes los valores se van repitiendo, aunque si debemos
analizar el signo de las funciones trigonométricas en cada caso. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.14 Calculemos el valor de las funciones trigonométricas seno, coseno

3T
y tangente para un dngulo de 4—md.

Solucion:
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3T .
Como vemos, un dngulo de 4—md = 135° deja v
determinado en el sequndo cuadrante
un dngulo de 45° para el cual conocemos
las razones trigonométricas, sélo nos

falta evaluar el signo de las mismas. 4 '\135"

3 | B
sin <4—7T) = ‘/75

3
cos (4—7T> = —‘/75

3
tan (22X ) = —1
an(4'>

Ejercicio 4.15 Calcular el valor de todas las funciones trigonométricas para los
siguientes angulos:

1. o= 150°
2. B =210°
3. 0 = —45°
4. v =315°

4.5. Relaciones Fundamentales de la Trigonometria

En esta seccién se incluyen identidades trigonométricas tipicas que nos serdan
de gran utilidad a la hora de resolver problemas.

4.5.1. Identidad Pitagoérica

Aplicando el Teorema de Pitdgoras al grafico

de la figura tenemos lo siguiente: P=(cib
P=+P=1=2+1 \
Luego: 1=c2+b* de donde: a

1 = sin®(a) + cos?(a)

Esta identidad, vilida para todo dngulo de medida «, es conocida como Iden-
tidad Pitagoérica.

Observacién 4.16 Notemos que sin?(o) = (sin(«))?
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4.5.2. Seno y Coseno de la suma o diferencia de angulos.
Para todos «, 8 € R, valen las siguientes identidades:

sin(fa+ ) = sin(a)cos(8) £ cos(a) sin(f)
cos(aw £ 8) = cos(a)cos(f) F sin(«) sin(f)

De estas identidades se deducen otras, algunas de las cuales por su frecuente
uso enunciamos a continuacion.

Relaciones donde intervienen dngulos opuestos

En este caso, tomemos o = 0

1. sin(—/) = sin(0 — 5)
= sin(0) - cos(5) — cos(0) - sin(5)
=0-cos(f) —1-sin(f)

— —sin(8)
Luego
sin(—B) = — sin(3)
2. cos(—p) =
= cos(0 — )
= co0s(0) - cos(/3) + sin(0) - sin(B)
=1-cos(f) + 0 -sin(S)
— cos(6)
Luego

cos(—f3) = cos(f3)

. . . m
Relaciones para dangulos que difieren en —

T
En este caso, tomemos [ = 5

1. sin (a + g) = sin(«) - cos (g) + sin (g) - cos(a)
=sin(a) -0+ 1 - cos(a)
= cos(a)

Luego

sin <oz + g) = cos(a)
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2. cos (a + g) = cos(a) - cos (g) — sin (g) - sin(«)

= cos(a) -0 —1-sin(a)
= —sin(a)
Luego
m .
Cos <a + 5) = —sin(a)

Relaciones donde intervienen dngulos complementarios

1. sin (% - oz) = sin <g - cos () — sin (@) - cos <g>
=1 cos(a) + sin(a) - 0
= cos(a)

Luego

2. cos (a - g) = cos(a) cos <g> + sin (o) sin(g)
= cos(a) - 0+ sin(a) - 1
= sin(«)

Luego

Ccos (a — E) = sin(«)
2
Ejemplo 4.17 Calculemos:

1. sin(75°) = sin(45° + 30°)
= sin(45°) cos(30°) + sin(30°) cos(45°)
V312

2 2 2

(59
(1+v3)
4

CERIICI

2. cos(15°) = cos(90° — 75°)
= sin(75°)
V2 (1+V/3)

4
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3. cos(75°) = 7
Por el Teorema de Pitdgoras
sin?(75°) + cos?(75°) = 1
cos?(75°) = 1 — sin®(75°)

S RCIETENY
cos(75)—1—<f>

2(1+2v3+3)

cos?(75°) =1 —

16
16 —4v/3+ 8
cos?(75°) = %
9 _
cos?(75°) = V3
4
2—+3
cos(75°) = T\/_

4.6. Periodicidad de las Funciones Trigonométri-
cas

En la naturaleza y en nuestro entorno habitual hay fenémenos que se repiten
a intervalos regulares de tiempo, como el caso de las mareas, los péndulos, entre
otras. Las funciones que describen este tipo de fenémenos se conocen con el nombre
de funciones periddicas. En estos casos se llama periodo al menor lapso de tiempo
que debe transcurrir para que el fenémeno comience a repetirse.

Definicién 4.18 Dada una funcion no constante f : R — R se dice que f es
periddica cuando existe un nimero real p # 0 para el cual se verifica:

f(z) = f(x + kp) VeeR, keZ

El periodo de la funcion es el menor nimero positivo p para el que se cumple
la igualdad.

Dado un dngulo cualquiera o € R y sus dngulos coterminales a + 2km con
k € Z, las funciones trigonométricas satisfacen:

cos(a) = cos(a + 2k) , .
sec(a) = sec(a + 2k) Funciones de periodo 27
csc(a) = esc(a 4 2kT)

tan(a) = zan(a + k) }Funciones de periodo 7
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Este concepto es fundamental a la hora de realizar los graficos de las funciones
trigonométricas, pues nos dice que sélo necesitamos conocer con exactitud el gréfico
de las mismas en un periodo completo, por ejemplo en [0;27] en el caso de la
funcién f(z) = sin(z), y luego la extenderemos por simple repeticién fuera de
dicho intervalo.

4.7. Grafico de las Funciones Sinusoidales.

En esta seccién analizaremos las funciones sinusoidales, definidas por la férmula
f:R—R, tal que f(z) = A-sin(b-x+c¢)+ D, donde A,b,c, D e Ry A#0y
b # 0.

En particular, para A = 1,b = 1,¢ = D = 0 se tiene f(x) = sin(z). Comen-
zaremos graficando esta misma funcién seno

f:R—=R, f(z) =sin(x)

en un periodo completo, es decir, con = € [0;27], y luego extenderemos el
grafico para cualquier z € R.

Antes de comenzar notemos que es necesario usar dos sistemas de ejes co-
ordenados con igual escala. En uno de ellos representaremos la circunferencia
trigonométrica y el segundo iremos marcando los valores del sin(x) para cada
medida x del dngulo elegido. En sintesis, la grédfica se construye tomando difer-
entes valores de dngulos sobre la circunferencia trigonométrica y hallando el seno
de ellos que ya vimos que estd representado por el valor de la ordenada del punto
P ubicado sobre la cincunferencia trigonométrica. Asimismo estuvimos trabajando
la deduccién del seno de muchos dngulos notables y nos podemos servir de ellos
para realizar la representacién grafica de la funcién seno.

------------- H-————- - f(x) =sin (x)

“v

De la grifica se pueden sacar algunas conclusiones tales como que el dominio
de la funcién seno es el conjunto de todos los nimeros reales y la imagen de la
funcién son los nimeros comprendidos entre —1 y 1, es decir, el conjunto [—1; 1].

Ya conocido el gréfico de la funcién seno en su expresién mas sencilla y con el
objetivo de evaluar cémo influyen las constantes A,b,c y D en la expresién dada
a comienzos de la seccién realizaremos distintos gréaficos en los que modificaremos
una u otra constante.
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4.7.1. Amplitud
Comenzaremos analizando el efecto de la constante A, para ello realizaremos
los siguientes graficos, realizando previamente su tabla de valores

X
A f(z) = Asin(z) (U T %ﬂ 2t
1 | fi(z) =sin(z) 01 0 -1 0
2 | fo(z) = 2sin(z) 02 0 9 0
I | fs@)=1Lsin) |0 3 o0 -1 o0
-2 fa(z) = —2sin(z) 0 -2 0 2 0

2 sen(x)

Como vemos la constante A, a la cual llamaremos amplitud, determina la im-
agen de la funcién a graficar.

» Si |A| > 1 entonces tendremos una expansién vertical de la grafica usual de
la funcién seno conocida.

» Si|A| <1 tenemos una compresién vertical.

Claramente la funcién seno estard comprendida, en este caso, entre A y —A.
Ademis si A < 0, se produce una reflexién de la curva respecto del eje x.

4.7.2. Periodo

Veamos ahora el efecto que produce la constante b en la gréfica de la funcién
f(z) = sin(bx), cuando b € R — {0}. Para ello realizaremos algunos graficos
variando el valor de b al igual que lo hicimos con la amplitud en el caso anterior.
Vayamos a la tabla de valores:
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X 0§ 7 %ﬂ' 5 %ﬂ' ™ %ﬂ 2 3m 4w
fi(z) =sin(z) |0 = - - 1 - 0 -1 0 - -
fo(z) = sm(%z) 0 - - 1 - 0 -1 0
fa(z) =sin(2z) |0 - 1 - -1 0
fa(x) =sin(4z) |0 1 0 -1 0 - - — — — -

}v

rv an/z 2 smiz EN niz an

sen(4x) sen(2x)

Entonces como vemos el valor de b cambia el periodo de la funcién seno. Dado
que el seno es una funcién periddica de periodo 27, los valores de f(z) = sin(x) se
repiten cada 27. Entonces la repeticién de g(x) = sin(bz) se produce cada bx = 2,

o lo que es lo mismo = = ﬁ Luego la funcién g(z) = sin(bx) es periddica con
2
periodo P = ﬁ

Observacion 4.19 P indica el periodo de la funcidn, es decir, el “espacio” que

ocupa una curva completa de la misma. por su parte b indica la cantidad de curvas
que entran en 2.

Observacion 4.20 Hasta entonces hemos analizado que ocurre cuando b > 0,

pero squé pasaria sib < 07. En este caso y debido a la identidad sin(x) = — sin(—x)
antes probada, tenemos que:

g(x) = sin(—bx) = — sin(bx)

Y por lo tanto graficaremos el ya conocido grifico g(x) = — sin(bx).

4.7.3. Angulo de Fase

En esta ocasién analizaremos el efecto de la constante ¢ en el grifico de la
funcién f(z) = sin(z + ¢), donde ¢ es un nimero real no nulo al que llamaremos

dngulo de fase. Para ello nuevamente realizaremos distintos graficos que nos ayuden
a comprender esta situacion.
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x -T -5 0 5§ %7’[‘ 2 %71'
sin(z) - - 0 1 0 -1 0 -
sin(z + ) 0 1 o -1 o - = =
sm(z—-2)| - - - 0 1 0 -1 O

}J

sen(x +m sen (x) (. _
( ) sen |..x 2)

Luego, el valor de ¢ representa un desplazamiento horizontal de la curva, la
misma sigue manteniendo sus raices, maximos y minimos sélo que desplazados en
el eje de las z. Lo importante es saber donde comenzar la primera curva a graficar y
para ello debemos igualar el argumento de la funcién a cero y despejar la variable

x. El valor obtenido sera el primero de los puntos conocidos en la gréafica de la
funcién.

4.7.4. Desplazamiento vertical

Por 1ltimo sélo nos queda analizar la influencia de la constante D en el gréfico
de la funcién f(z) = sin(x) + D. Para ello y al igual que lo hicimos en los casos an-
teriores realizaremos gréficos que nos representen la funcién citada para distintos
valores de la constante en cuestion.

x 0 5 %’/T 2
sin(z) 0o 1 0 -1 0
sin(z)+2|2 3 2 1 2
sin(z)—1|-1 0 -1 -2 -1
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)/‘

sen(x) 42,

0 iz kS EE 2
X
sen(x) — 1,
-1

h

Como podemos observar, el valor de D genera un desplazamiento vertical de
la curva, ahora la misma no se extiende entre A y —A sino que la imagen estd
comprendida entre D + |A| y D — |A].

Veamos un ejemplo completo de como graficar una funcién sinusoidal afectada
por todos estos pardmetros constantes vistos.

Ejemplo 4.21 Graficar, en al menos un periodo completo, la funcion

(1 s
f(z) = 3sin (51‘ - 5) +1

Solucion:

En primer lugar calcularemos la imagen de la funcion, a partir de la amplitud
y el desplazamiento vertical, como vemos la curva se extenderd entre D — |A| =
1-3=-2y D+ |A] =1+ 3=4. Luego la imagen de la funcion es el intervalo
[—2; 4] y por tanto sabemos cudnto lugar necesitamos en el eje de las y para graficar
nuestra curva.

Calculemos ahora el espacio que ocupa una curva completa en el eje de las x,
es decir, su periodo P. Recordemos que:

2r 2w 1
P—W—?—27T§—47T

Necesitamos entonces 4w para graficar un periodo de nuestra curva sobre el eje
de las x.

Como la funcion posee dngulo de fase debemos ver donde comenzar a graficar el
primer valor conocido de la curva y para ello igualamos el argumento de la funcion
a cero, es decir:

2" T2 T

X T
2 2
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Luego la curva comienza en m y ocupa 4w, lo que nos dice que deberia terminar
en m+ 4m = 5. Eso nos da una idea de como serd nuestro grifico.

Realicemos el mismo:

}J

5

4r oy

0
am

A continuacién veamos un ejemplo que nos permita visualizar de una manera
més sencilla una de las aplicaciones de las funciones sinusoidales, que viene dada

gracias a su naturaleza periddica.
Ejemplo 4.22 La siguiente tabla muestra la variacion del nivel del agua en una

bahia, en un periodo de 12 horas. Encontrar un modelo que describa la variacion
del nivel del agua en funcion del nimero de horas transcurridas desde las 0 horas.

3 [4]5]6| 7 |8 9 |10]11]12 |13 |14

Hora del dia 2
0| -2,2|-3[-22]0 |3 |6 [82]|9

Nivel del agua en pies |9 | 8,26 | 3

Realicemos el grifico de la tabla anterior para intentar hallar una funcion
matedtica que se adapte a la situacion planteada, la modele y nos permita realizar

esimaciones

£ 7 U
y 3 L5, 3) (11.3)
1 . L ’
a [l
] 1 ) 2
[ q \ i
' 1 - - 4
' \(5.0) 0.0y

s P& [7 [ [o 10 [o1 [12 [13 [1a 1z

-
-"m
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Podemos observar que en la grifica los puntos se ajustan a una curva que
corresponde a la funcion seno transformada. Por lo tanto, obtendremos la funcion
correspondiente si partimos de f(x) = sin(x).

Amplitud y Desplazamiento Vertical.
En la grifica podemos ver que el valor mdzimo es 9 y el minimo -3, la distancia
de 9 a —3 es de 12 unidades y por lo tantp la amplitud serd de la mitad, es decir:

L _9-(3)

=6

Ademds, el desplazamiento vertical es de D = 3, pues desde alli podemos de-
splazarnos 6 unidades hacia arriba y alcanzar el mdximo y lo mismo ocurre al
movernos 6 unidades hacia abajo alcanzamos el minimo —3.

De esto obtenemos una primera aproximacion a la funcion de la forma f(z) =
6sin(z) + 3

Periodo

En la grifica vemos que un periodo completo de la funcion seno estd entre los
puntos (—1,3) y (11, 3). Por tanto:

P=11-(-1)=12

Como P = 2 = 12 entonces b = 57 luego la funcion requerida puede escribirse
como f(z) =6sin (Zz) + 3
Angulo de Fase

Por ltima vemos que la grifica de la funcion estd desplazada hacia la izquierda,
como bien sabemos las funciones sinusoidales tienen la forma

f(x) = Asin(bx +¢) + D

Dado que ya conocemos todos los valores exceptuando a "c'"nuestra funcion
tiene la forma

. (T
f(z) = 6sin <€x—|—c> +3
Como un periodo de la curva tiene su inicio en x = —1 entonces ocurre que

s s
= (-1)+c=0=c= =
6 (=1) 6

Hemos hallado entonces una férmula que se ajusta a la tabla de valores que dio
1macto al problema y la misma es

s s
x) = 6sin (—x+—) + 3
Y conocida una formula para nuestro problema podemos, por ejemplo, realizar
estimaciones futuras. Por ejemplo cudl serd la altura en pies de la marea a las 15

horas, en efecto:

f(15):6sin<%-15+%>+3z8,2
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Y el dato es el esperado acorde al grifico inicial. St por ejemplo queremos saber
a que altura estaba la marea a las 10 horas del dia anterior, como nuestro dia

comenzo a las 0 horas, dos horas antes a eso resultaria x = —2. Luego
f(=2) = 65sin (% (=2) + %) +3~0

Es decir, la altura en ese momento del dia anterior era de 0 pies que es lo
esperado segun el grdafico anterior.

Ejercicio 4.23 Realizar un grdifico aproximado, en al menos un periodo completo,
de las siguientes funciones trigonométricas.

1. f(z) =2sin(3z) +5
2. g(z) = —3sin (32 + %)
3. h(z) = sin(—2x + )

Ejercicio 4.24 Cuando dos especies interactian en una relacion depredador /
presa, las poblaciones de ambas especies tienden a variar en forma sinusoidal. Fs
un estudio en una localidad habitada por bithos cuyo principal alimento son ratones
de campo, se reqistrd la poblacion promedio anual de bithos durante 17 anos como
se muestra en la siguiente tabla:

Ano 1 2 3 4 15 6 7 8
Poblacion | 50 | 61,5 | 71,2 | 77,7 | 80 | 77,7 | 71,2 | 61,5

Ano 9 10 |11 12 |13 | 14 15 16 | 17
Poblacion | 50 | 38,5 | 28,8 | 22,3 | 20 | 22,3 | 18,8 | 38,5 | 50

Halla la formula de una funcion que modele el comportamiento de la poblacion
de bihos a través de los anos. Luego estima la poblacion inicial de bihos y la
poblacion que habrd en el ano 20 de iniciado el estudio, ;los resultados obtenidos,
son los resultados esperados?

4.7.5. Grafico de las demas funciones trigonométricas
Conocida ya la grafica de la Funcién Seno nos concentraremos ahora en conocer,
aunque sea de manera aproximada, la grafica de las demads razones trigonométricas.
Comencemos con la gréfica de la Funcién Coseno.
Para graficar funciones f : R — R tal que f(x) = Acos(bz 4+ ¢) + D, con
A, b, c, D contantes reales, A # 0y b # 0 debemos recordar una identidad trigonométri-
va vista con anterioridad

cos(zr) = sin (x + g)
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y entonces si aplicamos esta identidad resulta:
f(z) = Asin <b:c +c+ g) +D

Para comprenderlo mejor veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.25 Grafiquemos la funcion f(z) = 3cos (32 — 7).

Solucion:

Lo primero que vamos a hacer es reescribir la funcion utilizando la identidad
vista anterioremente, lo que dard por resultado:

f(z) = 3cos (gm—w> = 3sin (gx—w+ g) — 3sin <§x— g)

Y ahora graficamos la conocida funcion sinusoidal resultante:

f(z) = 3sin (%x - g)

En primer lugar calcularemos la imagen de la funcion, a partir de la amplitud
y el desplazamiento vertical, como vemos la curva se extenderd entre D — |A| =
0—3=-3yD+|A =0+ 3 =3. Luego la imagen de la funcion es el intervalo
[—3; 3] y por tanto sabemos cudnto lugar necesitamos en el eje de las y para graficar
nuestra curva.

Calculemos ahora el espacio que ocupa una curva completa en el eje de las x,
es decir, su periodo P. Recordemos que:

2T 2w 1
P=—=—=27:- =67
bl 35 3
Es decir que necesitamos 6w para graficar nuestra curva sobre el eje de las x.
Como la funcion posee dngulo de fase no trivial debemos igualar el argumento

de la funcion a cero, es decir:

1 T 0= 1 T N 3
—r——= —r=—=r=="7
3 2 2 2
Luego la curva comienza en 5™ y ocupa 67, lo que nos dice que deberia terminar
5
en o + 61 = 57 Eso nos da una idea de como serd nuestro grifico.

Realicemos el mismo:
8 ))

4 f[x):3cus|";xfn\'
\ )

[ iz n anrz 2n smiz am iz an
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1
Ejemplo 4.26 Grafica la funcion f(x) = 5 cos (—QJE - g)

Solucion:

Lo primero que vamos a hacer es reescribir la funcion utilizando dos de las
1dentidades vistas anterioremente, lo que dard por resultado:

flz) = §cos (—2:5 — g) = §sin <—23: — g + g) = §sin (_Qx + %)

La funcion sinusoidal resultante: f(x) = %sin (—235 + %) posee b < 0 y por lo
tanto debemos modificar su argumento para que resulte mds simple de graficar, lo
que haremos de la siguiente manera:

flx) = %sin (—2x+ %) = %sin (— (Qx— %)) = —%sin <2x— %)

Ahora si estamos en condiciones de graficar la funcion dada, utilizando su

equivalente f(x) = —1sin (2z — %)

En primer lugar calcularemos la imagen de la funcion, a partir de la amplitud
y el desplazamiento vertical, como vemos la curva se estenderd entre D — |A| =
0— —%‘ = —% yD+A=0+ ‘—%‘ = % Luego la imagen de la funcion es el
intervalo [—%; %} y por tanto sabemos cudnto lugar necesitamos en el eje de las y
para graficar nuestra curva.

Calculemos ahora el espacio que ocupa una curva completa en el eje de las x,

es decir, su periodo P. Recordemos que:

2 2
P = — e —
-2 "

Es decir que necesitamos m para graficar nuestra curva sobre el eje de las x.

Como la funcion posee dngulo de fase no trivial debemos igualar el argumento
de la funcion a cero, es decir:

. 1 . .
Luego la curva comienza en 3" y ocupa T, lo que nos dice que deberia terminar

1 13
en EW—HT =" Eso nos da una idea de como serd nuestro grifico. Recordemos

que como el valor de la amplitud resulta negativo, en este caso la grifica estard
reflejada respecto al eje de las abscisas si la comparamos con la grifica original.

137 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



CAPITULO 4. TRIGONOMETRIA

Realicemos el mismo:
)J

[(x):;cosf—?x—g\

o e, nie 4 i3 gmi12 niz2 112 am/3 amia smig Mmi12 i 13mi12 7mie

Para continuar veremos el gréfico de la funcién f(z) = csc(z) = @ Para
ello notemos que, en cada valor de = en donde sin(z) alcance el valor 0, csc(z) no va
a estar definida sino que tendrd una asintota vertical en cada uno de esos valores.
Es decir, a medida que sin(x) tiende a cero, ﬁ = csc(z) comienza a crecer o
decrecer indefinidamente es decir, la funcién tiende a +o0o. En otras palabras, si
sin(x) es positivo csc(x) crecera tendiendo a +o00o y si es negativo csc(x) decrecerd
tendiendo a —oo. Asimismo como el valor positivo més grande que toma sin(z) es
1 entonces el valor positivo mds chico que toma la funcién csc(x) serd ; = 1. De

la misma manera como el valor negativo més chico que toma sin(z) es -1 entonces

el valor negativo més grande que toma la funcién csc(z) serd & = —1. Luego, el
grafico de f(x) = csc(x) sera:

v N cuando

: \ sin(x)>0

‘seacercaal
ese(x)
: ! tiende a oo

g(x) = cosec(x)

F(x) = sen (x)

w2 o nrz t‘r
| amedida que
sinx)<0
| se acerca a0,

/ ese(x) \ |
tiende a -oo N

Un razonamiento similar nos dara el gréfico de la sec(x), pues recordemos que
el grafico de la funcién coseno es simplemente un desplazamiento horizontal del
grafico de la funcién seno. Esto lleva a que la funcién secante sea también un

138 Gareis, M. I. - Rolddn, M.



4.7. GRAFICO DE LAS FUNCIONES SINUSOIDALES.

desplazamiento horizontal de la cosecante. A continuacién su grafico:

Continuaremos ahora con el estudio del grifico de la funcién tangente. Para
ello recordemos que

sin(x)

f(z) = tan(z) =

cos(z)

y entonces la forma més simple de analizar el gréfico de la tangente es a partir de las
funciones trigonométricas ya conocidas. Nuevamente como en los casos anteriores,
cuando el denominador de la fraccién se hace cero, la funcién tangente tendera a
crecer o decrecer indefinidamente, dependiendo si el coseno es positivo o negativo.
Asimismo, en los valores en los que el numerador se hace cero -las raices de sin(x)-
la tangente tendra también sus raices. El grafico de tan(z) resulta entonces:

tg(x)

Por 1ltimo, de manera andloga a la funcién tangente, puede hacerse un anélisis
similar que dara lugar a una construccién aproximada de:

cot(x) = cos(z)

sin(x)
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Este andlisis queda a cargo del lector. El gréfico buscado serd el siguiente:

¥y

4.8.
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Ecuaciones e Identidades Trigonomeétricas

En esta seccién de trigonometria aprenderemos a resolver ecuaciones y de-
mostrar identidades trigonométricas.

Definicién 4.27 Una ecuacion trigonométrica es aquella en la que las incognitas
aparecen formando parte de los argumentos de funciones trigonométricas.

Al igual que en las ecuaciones algebraicas, mediante ecuaciones equivalentes se
llegard a una nueva expresion en la cual el valor que la satisface es evidente.
Veamos algunos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 4.28 Resolvamos las siguientes ecuaciones trigonométricas en el inter-

valo [0; 27].

= 2sin(z) — /2

Solucion:

Luego, mirando la tabla de valores de sin(x) notamos que, para que sin(x)

SN

s 3
{ Zrad, Zmd}

f:4
4

4

140

, T . 3m . .
necesitamos que r = Zmd o bien x = Imd. Luego la solucion serd S =
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» tan?(z) —1=0

Solucion: .
tan?(z) —1 =0
tan?(z) =1
tan(z) = +V1
tan(z) =1 tan(z) =-1 *
r= Zrad T = ?jfmd
T = %’“rad r = %”rad

Mirando la tabla de valores notamos que, para que tan(x) = 1 necesitamos que

5T
T = Zmd o bien x = Zmd en cambio para que tan(z) = —1 notamos que r =

3 , I y o T 3 5% I
Zmd o bienx = Zmd. Luego la solucion serd S = {47‘&0[, 1 rad, 1 —rad, 1 md}

= 2cos’(z) —sin(z) —1=0

2cos?(z) —sin(z) =1 =0
2 (1 —sin*(z)) —sin(z) =1 =
2 — 2sin*(z) —sin(z) =1 =0
—2sin*(x) — sin(z) + 1
sin(z) = -1 sin(z) =3
x o rad r= grad
r= °Irad

La solucion serd entonces: S = {%Tad, 3%r?“ozd, 5ér?“ozd}

» cos(z) + sin(2x) =0

cos(x) +sin(2z) =0

cos(x) + sin(z) cos(x) + cos(z)sin(z) =0
cos(x) + 2sin(z) cos(z) =0

cos(z) [1 + 2sin(z)]

=0
cos(x) = 1+ 2sin(z) =0
r = Zrad sin(z) = —3
r = 37”7"aal T = %”Tad
r= YTrad

La solucion serd entonces: S = {gmd 327de 5—7de}

Definicién 4.29 Una identidad trigonométrica es una ecuacion que se verifica
para todo valor del dominio de validez de la misma. En otras palabras son igual-
dades que "valen siempre”.

La m&s conocida de las identidades trigonométricas es la Identidad Pitagérica
antes vista

sin?(x) + cos?*(z) = 1

Veamos algunos ejemplos acerca de como demostrar la validez de una identidad
trigonomeétrica.
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Ejemplo 4.30 Demostremos la validez de las siguientes identidades trigonométri-

cas:

» 1+ tan?(x) = sec?(z)

Solucion: .
sin®(z
1+ tan’*(z) =1+ 2( ) definicion de tangente
cos?(x)
2 L2
_ 8 (z) + sin’(z) suma de fracciones
cos?(x)
= —— tdentidad pitagorica
cos?(x)
= sec?(x) definicion de secante

Luego se verifica que 1 + tan?(x) = sec?(x).

2
» 1 —tan?(x) = cos(2z)
cos?(x)
Soluc2io’n: . :
cos(2x) _ cos(z) cos(x) — sin(z) sin(x) coseno de la suma de dngulos
cos?(x) cos?(z)

_ cos?(z) — sin?(x)
cos?(x)
cos?(r)  sin?(x)

cos?(z)  cos?(x)

=1 — tan?(x) definicion de tangente
2
Luego se verifica que 1 — tan?(z) = M.
cos?(x)
1
a— = 2
1+ tan?(z) cos”(z)
Solucion:
12 . 1+sin2(x)
1 + tan?®(z) cos?(x)
2 .
=1: cos™() + sin”(z) suma de fracciones
cos?(x)
=1: 5 identidad pitagorica
cos?(x)
= cos?(x)
1
L ] ———— = cos?(z).
uego se verifica que T+ tan?(7) cos®(x)
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RECTANGULO

Ejercicio 4.31 Demostrar la validez de las siguientes identidades trigonométric-
as:

1. 1+ sec?(x) = tan?(x)

sin(«) 1

2. (cos(a) +sin(a))? — 2= @

3. (1 + tan(a))(1 — tan(a)) + sec*(a) = 2
4. (14 cot?(a))(1 — cos?(a)) =1
5. tan(a) + cot(a) = tan(a) csc?(a)

Ejercicio 4.32 Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas. Considerar x €
[0; 27]

a) cos(x) =0
b) 2sin(2x) —1 =10

c¢) —sin® (z) + 2cos (z) = —2

Solucion:

T 3
a) S—{§7§7T}
T 5
b) S:{E,ETF}

¢) S = {r}

4.9. Relaciones entre los lados y angulos de un
triangulo rectangulo

Un tridngulo rectdngulo es aquel que posee un dngulo recto, por ejemplo, todo
angulo en posicién estandar cuyo lado terminal se encuentra en el primer cuadrante
genera un tridngulo rectdngulo como se ve en el ejemplo de la figura, donde el
angulo recto es aquel que tiene su vértice en el punto M.

Para analizar los dngulos de un tridngulo rectdngulo, por ejemplo, el angulo

A
MOP de medida a coloquemos al mismo en posicién estdndar, anadiendo un
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sistema de ejes coordenados en el vértice del dngulo a analizar. Luego, y de acuerdo
a lo antes definido tenemos las siguientes razones:

b longitud del cateto opuesto

sin (o) = — =
() r hipotenusa e 3

¢ longitud del cateto adyacente

cos (a) = — = _ . A
r hipotenusa
b longitud del cateto opuesto ‘ 1 s

tan (o) = - = : o g Y
¢ longitud del cateto adyacente

A partir de las anteriores definimos:

(@) r hipotenusa
csc(a) = - =
b longitud del cateto opuesto -
I
r hipotenusa S
sec (o) = — = : S
¢ longitud del cateto adyacente g
3
t(a) ¢ longitud del cateto adyacente recto[ ]
cot (o) = = =
b longitud del cateto opuesto Caicintyacents

4.10. Resolviendo triangulos rectangulos.

Resolver un tridngulo rectdngulo significa, como ya lo mencionamos con ateri-
oridad, hallar las medidas de todos sus dngulos y lados. Cuando se dan como dato
un conjunto suficiente de esas medidas es posible encontrar las restantes. Para ello
debemos conocer conceptos previos, algunos de ellos los hemos desarrollado en las

secciones anteriores y otros los veremos a continuacién. Entre los mds usados se
encuentran:

Funciones trigonométricas

Teorema de Pitdgoras

La conocida propiedad

La suma de los dngulos interiores de un

triangulo es 180°

Los Teoremas de Seno y de Coseno.

De los items anteriores hemos visto la mayoria, sélo nos resta enunciar los
Teoremas de Seno y de Coseno, cosa que haremos en la inmediatez.
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Para resolver un tridngulo son necesarios al menos tres datos entre los cuales
debe hallarse al menos un lado. Si el tridngulo a resolver es rectdngulo, uno de
los datos es el valor del dngulo recto el cual mide 90° que se opone al lado de
mayor longitud, llamado hipotenusa. En los tridngulos rectdngulos basta entonces
con conocer dos datos mds. Recordemos que en este tipo de figuras geométricas
podemos hacer uso de las razones trigonométricas antes vistas.

Por otro lado, para el caso de un tridngulo no rectdangulo, en el cual las razones
trgonométricas no son aplicables, se recurre a los antes mencionados Teorema de
Seno y Coseno, que enunciaremos a continuacion:

b
Teorema del Seno: .a =—= ,C
sina  sinff  sinvy b o N\C
4 B
Teorema del Coseno: a? =b?+c? —2-b-c- cos(a) a

Para continuar vamos a ver algunas aplicaciones de lo visto en esta seccién.

Ejemplo 4.33 Obtengamos las longitudes de los catetos de un tridngulo rectdn-
gulo cuya hipotenusa mide bcm si uno de sus dngulos agudos mide 60°. ;Cudnto
mide el otro dngulo agudo?
Solucion:
Lo primero que debemos hacer es un dibujo que represente la sutuacion prob-
lemdtica para poder visualizar los datos que tenemos y aquellos que nos faltan.
De acuerdo a los datos dados uno de los dngulos
agudos mide 60°, como el triangulo es rectdngulo
el dngulo agudo faltante es aquel que sumado a los
dados suma 180°, luego
£ =180° — 90° — 60° = 30°
Calculemos ahora los lados del tridngulo haciendo
uso de las razones trigonomérticas antes vistas.

5
cos(60°) = 5i = x = c0s(60°) - bem = Fem
cm

5
sin(60°) = 5ch — = sin(60°) - Sem = V/3Zem

Luego hemos resuelto el triangulo dado, es decir conocemos todos sus lados y
angulos.

Ejemplo 4.34 ;Qué longitud tiene una escalera si al apoyar su extremo superior
sobre una pared a perfecta escuadra, la base queda a dos metros de la pared y forma
un dngulo de 60° con el suelo?

Solucion:

Lo primero que debemos hacer en cada problema que se nos presente, es un
dibujo que represente la situacion.

Como vemos en la representacion, hemos llamado
x a la longitud de la escalera y ubicado los datos
correspondientes en el dibujo realizado. En nuestro
esquema tenemos el lado adyacente al dngulo

609
2m
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conocido y queremos calcular la hipotenusa. La razon trigonométrica a aplicar
en este triangulo rectangulo es el coseno pues relaciona los tres datos que tenemos.

2m 2m 2m
60°) = " o p= 2T
cos(60°) z cos(60°) 1

Luego, la longitud de la escalera es de 4m.

= x=4m

Ejemplo 4.35 Calculemos la ecuacion de una recta si se sabe que pasa por el
punto (0,0) y forma un dngulo de 45° con el semieje positivo de las x.
Solucion:
Realizamos en primer lugar el grifico de una recta
que cumple con los datos dados en el ejercicio, es g P=(xy)
decir que la misma pasa por el origen y forma un
dngulo de 45° con el semieje positivo de las x.

45°

X

Tomemos un punto P = (x;y) sobre la recta, entonces queda determinado el

A
tridngulo rectangulo POz, con O representando el origen de coordenadas. Ast, la
relacion que puede establecerse entre ambas variables para determinar la ecuacion

de la recta viene dada por la tangente del dngulo conocido, es decir:

tan(45°) = LN y=tan(45°) -z =>y ==z
T

Luego la ecuacion de la recta es y = x.
Notemos que la tangente del dngulo sélo me da la inclinacion, es decir, la

pendiente de la recta pues es el desplazamiento horizontal y vertical de la misma,
pero como ademds la recta pasa por el origen entonces la ordenada al origen es 0.

Ejemplo 4.36 Dos casas se hallan separadas por una laguna. A qué distancia se
encuentran una de la otra st al observarlas desde un galpén ubicado a 1500m de
una y a 800m de la otra, las visuales forman un dngulo de 70°.

Solucion:

Lo primero que debemos notar es que el tridngulo no es necesariamente rectdn-
gulo y que por lo tanto no podemos aplicar las razones trigonométricas, sino que
debemos hacer uso de los Teoremas de Seno y Coseno. Para ello, observemos lo
siguiente:

Los datos dados se corresponden con dos lados y el dngulo que ellos forman,
y el dato que debemos encontrar es el lado restante. Estamos en las condiciones
de aplicar Teorema de Coseno (aunque claramente cualquiera de los dos teoremas
nos llevarta, tarde o temprano, a un resultado). Llamemos H a la distancia entre
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ambas casas de donde tenemos:

H? = 15007 4 800% — 2 - 1500 - 800 - cos (70°)

H = /2069151, 656
H = 1438,454

Luego, la distancia que separa ambas casas es de 1438, 454 metros.

A -
Ejercicio 4.37 De un tridngulo rectingulo en BAC, se conocen el lado AB = 3m

A
y ABC = 45°. Resolver el tridngulo.

Ejercicio 4.38 La sombra de un drbol mide 50m y el dngulo que forman los rayos
del sol con el suelo es de 45°. ; Cudl es la altura del drbol? Solucion:el arbol mide
50m.

Ejercicio 4.39 Resolver el siguiente tridngulo rectangulo sabiendo que uno de sus
dangulos mide 30° y que la altura correspondiente a la hipotenusa mide 2cm. Cal-
cular ademds su drea y perimetro.

wog

30°

fuia]

hipotenusa

Ejercicio 4.40 Una antena que se encuentra a la orilla de un rio tiene una altura
de 30m sobre el nivel del agua. Desde un punto opuesto (al mismo nivel pero en la
otra orilla) se observa la parte mds alta de la antena con un dngulo de elevacion
de 30°. sCudl es el ancho del rio?

Ejercicio 4.41 En un terreno horizontal se divisa una torre desde un punto A
bajo un dngulo de 30°. Al aproximarse 20m se llega a un punto B, desde el que se
observa la torre bajo un dngulo de 45°. Calcular la altura de la torre. Solucion:
la torre mide aprorimadamente 27,3m.

Ejercicio 4.42 Los brazos de un compds, que miden 12cm, forman un dngulo de
50° s Cudl es el radio de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura? El
radio de la circunferencia serd aproximadamente de 10,14 cm.
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Preliminares de Matemdtica Facultad de Ingenieria - UNLPam

Trabajo Practico 1: Conjuntos Numéricos

1. Resolver las siguientes operaciones combinadas, siendo a, b y ¢ niimeros enteros:

a) +(=8) = (-2) = (€) 3+[(=5)M}+4-B+(-5)]=

(a)
((13 4- i (2 ()22)5] :7) +(-5-3) = () [(5-6)=3][(2-4)(9-11)] =
)

(d) [1—2(17—8)][3—(2+15)] = (8) —(4—T7+2)(5+3-9)+(3—8) =

2. Determinar el opuesto de cada uno de los siguientes nimeros (las letras a, b, ¢ indican nimeros enteros
cualesquiera).

(a) —6 (d) —a?
(b) (—a)? (e) (a—1b)
(¢) =(=a) (f) a=(b+¢)

3. Utilizar las propiedades bésicas de la suma y del producto para demostrar las siguientes identidades.
Considerar a y b niimeros enteros cualesquiera:

(a) (a+b)%? = a? + 2ab+ b? (c) (a+0b)(a—10b)=a%—-0b?
(b) (a —b)% = a? — 2ab + b? (d) (a—b)(a®+ab+b?) =a® - b

4. Escribir Verdadero (V) o Falso (F) segin corresponda.

e Si un numero es divisible por 4, es divisible por 2.

e Si un numero es divisible por 2, es divisible por 4.

e Si un nimero es divisible por 2 y por 5, es divisible por 10.
e El siguiente de un niimero impar es par.

e La suma de nimeros impares es impar.

e La suma de un nimero par y un impar es un impar.

e El producto de ntimeros pares es par.

e Todo multiplo de 10 es multiplo de 2 y de 5.

5. Calcular el cociente y el resto que se obtienen al efectuar las siguientes divisiones:

(a) 5 dividido 2 (d) —31 dividido 5
(b) 20 dividido 3 (e) 55 dividido —4
(¢) —8 dividido 5 (f) 120 dividido —6

6. Escribir todos los niimeros primos positivos menores que 50.

7. Descomponer como producto de factores primos a los siguientes enteros:

(a) 12 (d) —180
(b) 36
(c) 51 (e) 202

8. Para pensar:
(a) ;Hay numeros primos pares distintos del 27
(b) La suma de dos ntimeros primos, jes un ndmero primo? ;Siempre? Justificar.

(c¢) El producto de nimeros primos, jes un nimero primo? Justificar.

Congjuntos Numéricos - 1
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

Al dividir un niimero natural por 13 se obtiene resto siete.

(a) El nimero, jes muiltiplo de 137
(b) Cuél es el menor nimero entero positivo que hay que sumarle para obtener un multiplo de 13?

(¢) ¢Y el menor entero positivo que hay que restarle?

En una parada de colectivo, un bus pasa con una frecuencia de 18 minutos, otro cada 15 minutos y un
tercero cada 8 minutos. Si todos coincidieron a la misma hora, dentro de cuantos minutos, como minimo,
se volveran a encontrar en la misma parada?

Diego ha iniciado un tratamiento médico para su alergia. Es‘ce7 consta de tres medicamentos distintos:
pastillas, un jarabe y una crema. Las pastillas las debe tomar cada tres horas, el jarabe cada cuatro y la
crema aplicarla cada dos horas. Si Diego inici6 el tratamiento con los tres medicamentos juntos a las 8:00
de la maana, a qué hora le tocard administrarse todos juntos nuevamente?

Bernardita quiere comenzar a vender bombones. Con lo que aprendié en su taller de chocolateria, hizo
32 bombones de trufa, 24 de frambuesa y 28 de naranja. ;Cudntos paquetes con la misma cantidad de
bombones de cada tipo puede hacer?

Una de las unidades del grupo scout necesita preparar cintas para una de las pruebas del campamento.
Si tienen dos cordeles, uno de 94 cm y otro de 64 cm, jcudl es el mayor tamafio en que pueden cortar las
cintas de ambos cordeles para que sean todas iguales?

Tres amigas trabajan como voluntarias en un hogar de ancianos de acuerdo con sus posibilidades de
tiempo. Una de ellas va cada 5 dias, otra lo hace cada 10 dias y la ultima cada 15 dias. Suponiendo que
un dia se encuentran las tres en el hogar de ancianos, ;cuantos dias después volverdn a encontrarse?

Dados los siguientes niimeros racionales, encontrar fracciones equivalentes usando un denominador comun
para todas ellas. Luego, ordenarlas en forma creciente.

Calcular:

() 21 (d)7_2.§:§:

o) -5 (2-3)- @ RECD S

(€) 5 (5-5.3) = I S

En una ciudad hay dos clubes deportivos. Uno de cada 8 habitantes es socio de uno de ellos, y % de la

poblacién estan asociados al otro. ;Qué porcentaje de la ciudad pertenece a cada club?

Matias tiene dos bolsas con 120 caramelos cada una y le regala a Pedro la mitad de los caramelos de una
bolsa, a Juan un sexto del total y a Martin dos quintos de lo que le quedaba. ;Cuantos caramelos le
quedan a Matias?

A un medicamento que cuesta $240 se le aplica un descuento del 20% y al nuevo valor, otro descuento del
25%. ;Cuéanto se pagard, luego de ambos descuentos, por el medicamento?

2 2
En una biblioteca hay 5 estantes, v de uno estdocupado con libros de historia, - del total por libros de

6
matematica y 10 por libros de inglés. ;Hay espacio en la biblioteca para colocar mas libros?

2 3
En un colegio 3 de los alumnos son varones, de los cuales 3 juegan al futbol. ;Qué parte de todos los

alumnos del colegio no juega al futbol?
Si en una compra de $120 me hacen un 5% de descuento, jcuél es el monto final de la compra?

El precio de lista de un aire acondicionado es de $12850. Si se paga en 12 cuotas iguales con un recargo
del 14%, ;jcuédnto es el valor de cada cuota?
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24. En un colegio hay 64 profesores de los cuales, el 18,75% son hombres y el resto mujeres. El 75% de las

. . . 1
mujeres usan anteojos mientras que, solo — de los hombres los usa.

(a) ;Cudntas profesoras hay en el colegio? ;Cudntas de ellas usan anteojos?
(b) {Qué porcentaje de hombres usa anteojos?

(c) {Qué fraccién del total de profes (entre hombres y mujeres) son hombres y no usan anteojos?

25. Determinar si las afirmaciones son Falsas o Verdaderas.

2
(a) 3 esun elemento de Z.

(b) g — 2 es un elemento de Q.

(¢) /(=2)(—=1) — (=5) es un elemento de R.

12
(d) 4/ 3125 es un ndmero racional.
25 3

3,46 es un namero irracional.

2,9 es un numero racional.

0, 13 es un ntmero racional.
a ) , .
7 para cualquiera a y b naturales, es un nimero racional.

—6 es un elemento de Z, pero no es un elemento de N.

)
)
)
)
)
(j) ™ es un elemento de R, pero no es un elemento de Q.
) Todo ntimero racional es un nimero real.
) Todo nimero entero es un ntmero racional.
) Existen nuimeros racionales que no son reales.

)

Hay ntimeros reales que son racionales e irracionales.

26. Resolver las siguientes operaciones y expresar el resultado como una tnica fraccién, donde a,b,c,z,y vy 2
son numeros reales no nulos. Si es posible, simplificar el resultado obtenido.

—36ab%c” rT—y xT—2 zZ—Y
(a) 7.6 (d) x + Tz yz
30ab’c Y Y
20a3b%c* z—y x®—9y?
b) (e) S Ta
15a8b5¢ z+3y z2—y
a+1l a+2 a+3 45ad 32ab
(c) - + ()
a3 a? a 56bc 27cd

27. Resolver aplicando propiedades de potenciacién y de radicacién. Asumir que x,y, z son nuimeros reales
positivos y que a es un nimero real no nulo.

(a) 62 —65:63 = 14 9 -7
0 (W) _

$0y_12:_2

(€) (~4)7.(-8) 7+ (-2)* = iyt
® <x ) -

-3, -2,-1\ —!
(d) 3™y 2 _ yiz
2xy2 23
4
az?y~} (h) /16216y*29 =
(e) 20— 3y3 - (i) f/9xy2€/6x2y4\3‘/60z5y:
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28. Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas, donde a, b, z,y son nimeros reales, donde a
es no nulo y ¥ # <>y. Justificar.

(@ (—1y2)3— T @ 20y,

2 ~ 64" a3
2 2
_ dab —
(b) (a—b) 2—|— ab = (a +b) (22 — 3y)? -
(c) (a—2b)*+ 4ab = a? + 22 (©) 7 2wy 02
29. Expresar en notacion cientifica los siguientes ntimeros:
(a) 9000000 (d) 385,92.10%
(b) 0,0000012
(c) 743,788 (e) 0,007680.107°
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Trabajo Préactico 2: Ecuaciones e Inecuaciones

1. Hallar la solucién de las siguientes ecuaciones lineales en el conjunto de los ntimeros reales.

(a) B+5bx):5=4—2):7 (e) =62 —5=8x+2

(b) 6z +2—-3zx="Tr+4 (f) 4z +4+92+18=12(z +2)
(¢) 20—Tx =62 —6 (¢) 1,5+ 4(x—0,5)=32—-0,5
(d) =7z +2=10z+5 (h) & -2+ 1) =4z — 5

2. Escribir en lenguaje algebraico los siguientes enunciados y resolver:

La suma de un ntimero y su consecutivo es treinta y cinco.
El doble de un ntimero es igual a la tercera parte de setenta y dos.
La suma de un nimero y su anterior es cuarenta y siete.

La tercera parte de un numero es igual al cuadrado de tres.

)
)
)
)
e) El doble del anterior de un ndmero es noventa y seis.
) El anterior del cuddruplo de un niimero es setenta y cinco.
) El triple del siguiente de un nimero es cincuenta y uno.
) El doble del siguiente de un nidmero es igual al triple de su anterior.
)

La suma del triple de un numero y el triple de su consecutivo es ochenta y uno.
3. Resolver los siguientes problemas planteando una ecuaciéon de primer grado:

(a) Ana, Martin y Ariel compraron un regalo para su madre. Ana paga las dos quintas partes del costo
del regalo, Martin aporta la tercera parte de lo que resta pagar y Ariel colabora con los $108 faltantes.
.,Cudnto aporté Ana?;Cuanto costé el regalo?

(b) Una persona gasta la sexta parte de su sueldo y luego las tres cuartas partes del resto. Si adn le
quedan $3750, jcudl es su sueldo?

(¢) Se pintan de rojo los tres séptimos de un poste y luego, los cinco sextos del resto. Si atin quedan dos
metros sin pintar, jcudl es la altura del poste?

(d) Se recorren los cinco octavos de un camino y luego, los cuatro novenos del resto. Si atin quedan 50km
por recorrer, jcudl es la longitud del camino?

(e) En un tridngulo de 52¢m de perfmetro, el lado B es las dos terceras partes del lado A, y el lado C es
3cm mas largo que B. ;Cudl es la longitud de cada lado?

(f) De un tanque lleno de agua, se utilizan las cinco novenas partes y luego, las cuatro quinceavas partes.
Si aun quedan 56 litros, jcudntos litros tiene el tanque?

4. Utilizar el discriminante para decidir qué tipo de soluciones tienen las siguientes ecuaciones:

(a) 3224+ 102 —6 =0 (c) 22 +10x+25=0
(b) 22 =3z +4=0

5. Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado en el conjunto de los niimeros reales:

(a) 2+ +1= (e) a? + (z +2)? = 580
(b) 2% —dz +4 = (f) 22 —5x — 84 =
(c) 22 —3=1-2z+2? (g) 422 — 6z +2 =
(d) 18 = 6x + z(z — 13) (h) 22— Iz +4=0

6. Resolver los siguientes problemas planteando una ecuacién de segundo grado:

(a) Calcular un nimero de dos cifras positivo que, multiplicado por su consecutivo, es igual a los cuatro
tercios del cuadrado de dicho ntimero, menos 216.

Fcuaciones e Inecuaciones -



Preliminares de Matemdtica Facultad de Ingenieria - UNLPam

Calcular un ntmero tal que, la suma del mismo y la tercera parte del cuadrado de su consecutivo
sea 35.

Calcular la edad de Lorena si sabemos que, el cuadrado de su edad menos las tres cuartas partes del
cuadrado de lo que va a tener el ano que viene, es igual a la edad que tenia el ano pasado mas 43
anos.

Calcular la edad de Ariel sabiendo que, la diferencia entre el cuadrado de su edad y las siete onceavas
partes del cuadrado de la edad que va a tener el afnio que viene, es igual al triple de la edad que va a
tener dentro de siete anos méas 49 anos.

Mariano tiene 3 CDs mas que Diego y, si se multiplica la cantidad de CDs que tiene Mariano por los
que tiene Diego, se obtiene el nimero 1258. ;Cuantos CDs tiene cada uno?

La suma de la edad de Pablo y su hermano es 45. Si se multiplica la edad de Pablo ahora por la de
su hermano del ano pasado, da 484. ;Cuantos anos tiene cada uno?

El doble de la cantidad de CDs que tiene Maria multiplicado por la cantidad de CDs que tendria si
le regalaran 12 CDs mas, da 1610. ;Cuédntos CDs tiene Maria?

Hallar la base y la altura de un rectdngulo sabiendo que, su perimetro es de 30cm y su drea 44cm?.

Hallar el drea de un rectangulo sabiendo que, su diagonal vale 5¢m y su perimetro vale 14cm.

7. Encontrar el conjunto solucién, dentro del conjunto de los nimeros reales, de las siguientes ecuaciones
aplicando el método de completar cuadrados:

a
b
¢
d

—_— S~

)
)
)
)

—~

222 + 62 —5=0 (e) 22 +32—-70=0
22 +3r—-10=0
2?2 —Tr—18=0
—222 +52+3=0 (g) 722 +21z —28=0

(f) 32% + 152 +18 =0

8. Encontrar todos los valores de k perteneciente a los reales para los cuales la siguiente ecuacion posea una
Gnica solucién real:

202 —krx+64=0

9. Encontrar el o los valores de m real, para que se cumpla la condicién que se solicita:

(a)
(b)

x = —3 es solucién de 2% — 2(1 + 3m)z + 7(3 + 2m) = 0.
z+4 m

3 +2'

1
x = 5 es solucién de Tt — 6x +4m = 2x —

10. Resolver, en el conjunto de los nimeros reales, las siguientes ecuaciones. Buscar, cuando sea necesaria,
una sustitucién conveniente:

(a)
(b)
()

xt — 1322 +36 =0 (d) 2 —422+5=0
28 — 723 +6=0 (e) —2* — 322 +18=0
rt —622+8=0 (f) 2 =72t +12=0

11. Escribir cada enunciado usando desigualdades. Luego escribir cada desigualdad usando la notacién de
intervalos y graficar dichos intervalos en la recta real. Considerar x € R.

(a)
(b)
(c)
(d)
()

T es positivo. (f) z es mayor o igual a —3.

T es negativo. (g) x estd comprendido entre —3 y 0.
x es menor que 6. (h) z es al menos 3.

x es menor o igual que 1. (i) x es menor que 5 y mayor que —2.
T es mayor que —d. (j) « es menor a 2 y mayor que 0.
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12. Resolver las siguientes desigualdades, expresando el conjunto solucién mediante intervalos de la recta real.

(a) 5—2z <11 (h) z(x—2)<0
(b) z:(=3)>2 (i) 2 +424+4>0
(c) 3z <5x—10 (j) 22 —62+9<0
d) —z+1>2z-11 1
_ 1 (k) >0
(e) 4< Se & 5 T +4
144 - 3+4 m 2 oy
(£) +3x<5—33< +3z z—3
_ - z—1
(g) V2(x —1)(z+1)>0 (m) ——7 <2

13. Encontrar todas las soluciones, en el conjunto de los nimeros reales, de las siguientes ecuaciones.

(a) [22 -3 =8 (g) \/(2z—15)° =10
(b) |z +3]=-3 (h) /(B —x)2 =

(c) |lz+8/=0 (i) =33 —2z| = —12
(d) lz+3[=5+= G) —1-25—3z| ==
(€) [1=3z|+a=-3 (k) 2|z|+ ]z -1 =4
(f) 3lz+4]—2==z (1) |22 —3]—2z| =3

14. Resolver las siguientes desigualdades, expresando el conjunto solucién mediante intervalos de la recta real.

(a) |mz| < 2 () 1>L—? () |z|+ |z —2| <4

(b) Jo+1] <3 © 137 <5 () lo+4/ - |22 +3 < 4
() lo =327 (8) lo—1] < |20 +1] v+3] 3

(@) |z —1] < |z ~1 () fz] + ]z — 1] < 4 () x—i—lfi‘>4
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Trabajo Practico 3: Funciones

1. Indicar cudles de los siguientes diagramas representan a una funcién. ;Por qué?

A
.::*ESE
L

2. ;Cuales de las siguientes imagenes se corresponden al grafico de una funcién? ;Por qué?

-

3. Carolina y Sabrina trabajan en la misma empresa. Carolina tiene auto y suele pasar a buscar a Sabrina
para ir juntas a trabajar. Observar el grafico, que muestra como varia la distancia recorrida por Carolina,

en funcién del tiempo, desde que sale de su casa hasta que llega a la empresa:

B. C.

Distancia (km)

Tiempao (min)

;Cudles son las variables en la situacién planteada?

A qué distancia de la casa de Carolina se encuentra la casa de Sabrina?

i Cudnto tiempo la espera?

)
)
¢) Cudnto tiempo tarda en llegar?
)
) En una parte del trayecto van mds répido porque utilizan la autopista. (Qué parte de la gréfica

corresponde a ese tramo?

(f) ;A qué distancia se encuentra la empresa de la casa de Sabrina?

4. La tabla muestra la temperatura méxima registrada en una ciudad durante el mes de junio

Dia 11213 4 5 6 [T |8 |9 |1l0]1lL 12 1311415
Temperatura | 8° | 9° [ 10° | 10° | 10° | 8 | 6° | 4° | 2° [ 0% | —1° [ =22 | 0® | 1° | 2¢
Dia 16 [ 1T | 18|19 |20 |21 |22 [23 | 24[25| 26|27 | 28|29 |30
Temperatura | 3% | 6% | 8% | 10% | 11% | 12% | 11% | 107 [ 9% | &% | 87 | 8 | 67 | &% | 2¢
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Resolver:

(a) ¢{Cuéles son las variables relacionadas?

(b) Realizar un gréfico que muestre como varfa la temperatura méxima alcanzada en funcién de los dias
transcurridos.

Durante qué dias la temperatura fue ascendiendo? ;Y descendiendo?

JEn algiin momento la temperatura se mantuvo constante?

)
)
e) ;Cudl fue la mayor temperatura alcanzada? jEn que dia? ;Y la menor? ;En qué dia?
) ¢(En qué dias la temperatura fue sobre cero y en cudles bajo cero?

)

JEn algiin momento, la temperatura fue de0°?

5. Sea la recta y = 3z — %; indicar cuales de los siguientes puntos pertenece a la misma.

11 1
—_ . O
o (53 o ()
(b) (0;-2)
6. Completar los valores que faltan para que los puntos a, b, ¢, d y e pertenezcan al grafico de la funcién lineal:

y=-—-3r+5

(a) a=(0;...) (c) ¢ = G) (d) d= (g)

7. En cada una de las siguientes ecuaciones despejar la variable y en funcién de z e identificar cudles corre-
sponden a funciones lineales. Para aquellas que lo sean, identificar la pendiente y la ordenada al origen.

Graficar.

(a) z.y=1 d) z=7-1y (g) 5=12%—-3y
x y _ €z y_ _

(b) g+ =1 (e) 2y=5—2 (h) 4+7<_2) 1

(c) 6z +2y* = ) z4+y=0 (i) 3z —Ty=14

8. Hace cinco anos, la poblacién de una pequenia comunidad indigena era de 500 personas. Como consecuencia
de su integraciéon con otras comunidades, la poblacion ascendié a 4000 personas. Suponiendo que la
poblacién crece en forma lineal:

a) ;Cuél es la variable independiente? ;Cual la dependiente?

(a)
(b) Expresar mediante una férmula la cantidad de habitantes en funcién del tiempo.
(¢) Indicar, aproximadamente, cudndo llegard la poblacién a 10000 habitantes.

)

(d) Realizar un gréfico cartesiano de la situacién.
9. Un servicio técnico de reparacién de electrodomésticos cobra $85 la visita, mds $50 la hora de trabajo.

(a) Escribir la férmula que permite calcular el costo del servicio en funcién del tiempo.

(b) {Cudnto debe pagar una persona si el técnico estuvo tres horas y media? ;Y si estuvo una hora y
quince minutos?

(¢) ¢Cudnto tiempo estuvo el téenico si cobrd $297, 507
10. Una pileta con una capacidad de 1116 litros se vacia a razén de 36 litros por hora.
(a
(b

) Escribir la férmula que exprese la cantidad de litros que quedan en la pileta.
)

(¢) {Cudntos litros de agua hay en la pileta después de 8 horas de que se inicie el vaciado?
)

. Cuanto tardard en vaciarse?

(d) ¢En qué momento hay en la pileta 612 litros?
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11. Graficar las siguientes funciones lineales en un mismo sistema de ejes cartesianos. Determinar cudles son
los pares de rectas paralelas y cudles son perpendiculares entre si, jqué relacién existe entre sus pendientes?

(a) f(z) =2z -3 (d) j(z) = _éx_g
1 1

(b) g(z) = 5%~ 3 (e) U(z) = —5t +3

(¢) h(z) = —20 + 3 (f) k(z) = 6”“";5

12. Encontrar la recta que pasa por los puntos P y Q:

(a) P=(1,5:-2) ; Q = (45) (d) P=(0:2); Q= (2,0)
o) p=(0:3) 0= © P=(307) 0= (3:3)
(c) P=(7:6,2) ; Q = (5;6,2) (f) P=(3;-2);Q=(-1;-5)

13. Hallar la ecuacién de la recta de pendiente m que pasa por el punto P. Graficar.

(a) P=(2;5);m = —1 (d)P_(1 1>;m—5

2’3
(b) P=(7;3);m=0 (&) P = (-4:3)m =2

(c) P:(—1,5;3,5);m:% ) P=(-7;1);m=-3

14. La unién de los puntos A = (1;1), B = (4;1), C = (4;—2) y D = (1; —2) forma un cuadrado. Escribir las
férmulas de las rectas que contienen las diagonales del cuadrado.
15. Escribir la férmula de la funcién lineal cuya grafica es perpendicular a la gréfica de la funcién y = = + 3
y pasa por el punto (3; —2).
. o 5 )
16. Encontrar la férmula de una funcién lineal que pase por el punto | 0; 5] Y que sea paralela a la grafica

de la funcién y = —4x + 1. Representar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.

17. Determinar el o los valores de k real para que resulten paralelas las rectas cuyas ecuaciones son:
6x + 2ky = 3 y 3kx + 4y = 10.

18. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales de manera grafica y analitica:

(a){4x—y:—6 (d){ —2(2z —y) = —14

6x —3y =0 6r+3=15+x— 3y

Ar—y=—1 dr+5=3(—z+y)+38
(b) { 5u+4y = -3 © { —2@-y-1)=0
(©) x+4y =3 (f) 4(x+3y—4)=5(y—1)

—2z — by = -9 —“3(zx+1)=—-4—-2y

19. Hallar los valores de a y b, cuando existan, para que (—1;2) sea solucién del sistema:

ar +2y =7
3x+by=>5

20. Hallar el valor de k, si existe, para que (3;4) sea solucién del sistema:

kr+y=3k+4
r—ky=11
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21. Resolver cada uno de los siguientes problemas planteando un sistema apropiado de ecuaciones. Hallar sus
soluciones por el método analitico que resulte méas conveniente. Corroborar, de manera grafica, la solucién
obtenida.

(a) Agustina y Magali tienen juntas $2.500. Agustina tiene el triple de dinero que Magali. ;Cudnto
dinero tiene cada una?

(b) En una granja se crian gallinas y conejos. Si se cuentan las cabezas, son 50, si se cuentan las patas,
son 134. ;Cuantos animales hay de cada clase?

(¢) En la granja se han envasado 300 litros de leche en 120 botellas de dos y cinco litros. ;Cuéntas
botellas de cada clase se han utilizado?

(d) El perfmetro de un rectdngulo es de 58 ¢m y la base supera a la altura en 5 c¢m ;Cudl es el drea del
rectangulo?

(e) El perimetro de un rombo sumado al perimetro de un cuadrado es 252 em. Si el lado del cuadrado
es siete unidades mayor que el lado del rombo, jcual es la longitud de los lados de cada uno?

(f) Eduardo compré manzanas a $12 el kg y peras a $20 el kg y gasté $108. A la semana siguiente,
fue a comprar la misma cantidad, pero las manzanas habfan aumentado un 25% y las peras estaban
rebajadas un 10%, entonces, gasté 6 pesos méas que la primera vez. jCudntos kilogramos de manzanas
y cuantos de peras compré?

(g) Antonio le dice a Pedro: “El dinero que tengo es el doble del que tienes ti”, y Pedro contesta: “Si
ti me das seis pesos tendremos los dos igual cantidad”. ;Cuénto dinero tiene cada uno?

22. Graficar las siguientes funciones cuadréticas. Para ello, determinar, cuando sea posible, las raices reales,
las coordenadas del vértice, la ecuacién del eje de simetria y el punto de interseccién con el eje de las

ordenadas.
(a) f(z)=—-ax+4x—3 (d) m(z) = —2% -2
(b) g(z) =2 +2x+1
(c) h(z) =2 +2+1 (e) t(z) = (z—2)(xz+1)

23. Hallar la férmula de la funcién cuadratica que cumple los requisitos pedidos en cada caso.
(a) Su gréfico pasa por el punto (1;5) y su vértice es el punto v = (—3;1).
(b) Su grafico intersecta al eje y en (0;3) y su vértice es el punto v = (2;5).
(c¢) Sus raices se encuentran en © =1 y = 3, y pasa por el punto (0; 15).
(d) Una de sus raices es = 4 y el vértice de su gréfico es v = (0,5; —3).

24. Para cada una de las funciones del ejercicio anterior:

(a) Graficar.
(b) Analizar si la ordenada del vértice es un méximo o un minimo.

(¢) Indicar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
25. Resolver los siguientes problemas:

(a) Calcular las dimensiones de un rectangulo, cuyo perimetro es de 50 ¢m, para que su drea sea maxima.

(b) Las ganancias diarias de una empresa que fabrica mesas estan dadas por la funcion f(z) = 32z — 222.
Calcular la cantidad de mesas que debe fabricar por dia para que las ganancias sean maxima.

(c) Encontrar los dos nimeros x,y tales que z+y = 10, y ademéds la suma de sus cuadrados: M = 224>

sea minima.

26. Calcular el o los valores de k para los cuales las siguientes funciones tienen dos raices reales iguales.

(a) f(x) =22+ 2ks +k (b) glx)=2?+ (k- 1Dz —k
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27. Los ingresos mensuales de un fabricante de zapatos estdn dados por la funcién:
I(z) = 1000z — 222

donde z es la cantidad de pares de zapatos que fabrica en el mes. Realizar el grafico, aproximado, de la
funcién y responder.
(a) ;Qué cantidad de pares debe fabricar, mensualmente, para obtener el mayor ingreso?
(b) ¢Cuéles son los ingresos si se fabrican 125 pares de zapatos? ;Y 375 pares?
(c) (A partir de qué cantidad de pares comienza a tener pérdidas?
28. En una isla se introdujeron 112 iguanas. Al principio se reprodujeron rapidamente, pero los recursos de la

isla comenzaron a escasear y la poblacién decrecié. El niimero de iguanas a los ¢ anos de haberlos dejado
en la isla estd dado por:

I(t)=—t*+22t+112  cont > 0.

(a) Calcular la cantidad de afios en los cuales la poblacién de iguanas aumentd.
(b) ¢(En qué momento la poblacién de iguanas se extingue?

(¢) ¢{En qué momento la poblacién fue méxima?

29. Factorizar las siguientes expresiones polinémicas:

(a) P(x) =22 +62+9 (e) P(z) =2t — 222+ 1

(b) P(z) = 2% + 622 + 122 + 8 (f) P(x) =a2*—-381

(c) P(x) =222 —18 (g) Plz)=23+22-92—-9
(d) P(z)=—2*+4 (h) P(z) = 92% + 30z + 25

30. Determinar el dominio de validez de las siguientes expresiones racionales. Luego simplificar las mismas.

@ R = R = 0

(b) R(z) = ;3;-:90; (&) R(z) = 3zt + 3?; ; ixQ — 3z
(©) B(r) = 222 (b) R(x) = %

(d) R(z) = % (i) R(x) = 5?1;5

@ ey = 2 () R(x) = m

Funciones - 12
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Trabajo Practico 4: Trigonometria

1. Expresar en grados, minutos y segundos sexagesimales la medida del angulo que en el sistema radial mide:

(a) gw rad (b) 2,5 rad (c) gw rad

2. Expresar en radianes la medida del dngulo que en el sistema sexagesimal mide:

(a) 45° (e) 150

(b) 60° .
(c) 180° (£) =90
(d) 225° (g) 720°

3. Indicar a qué cuadrante pertenece cada uno de los siguientes angulos:

(a) a1 = 300° (d) ay = 760°
(b) ay = —200° (e) as =160°
() s = 800°207 (f) ag = —360°15/

* Entre los 4ngulos mencionados anteriormente, jcudles tienen el mismo lado terminal?

4. Indicar en qué cuadrante se encuentra el angulo « y el signo de las demés relaciones trigonométricas, si:

(a) sina < 0, secar < 0
(b) cota >0, csca >0
(c) sina >0, tana > 0

5. Completar la siguiente tabla calculando cada razén trigonométrica a partir de la circunferencia trigonométrica:

T 0° 1 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180 | 225° | 240° | 270° | 360°
sin(z)
cos(x)

6. Hallar las demds razones trigonométricas del dngulo « sabiendo que, a € [0, 27).

(a) sina=0,5 (d) cosa=1
(b) cosa = ? (e) sina=1
(c) tana = /3 (f) tana =1

7. Calcular, en cada caso, las restantes razones trigonométricas del angulo « sabiendo que,

(a) cosa =1y 270° < a < 360°.
(b) tana = —1y 90° < o < 360°.
(c) seca=2y0<a<i.

8. Determinar el valor de cada una de las siguientes expresiones para o = 60°.
(a) sin (20) (d) sin (a?) () Lsin(a)
(b) 2sin () /1 2
(C) sin2 (Oé) (e) Sin (2a)

. Qué conclusiones se puede extraer de los apartados (a) y (b)? ;y de los apartados (c) y (d)? iy de los
apartados (e) y (f)?

Trigonometria - 13
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

Calcular las siguientes razones trigonométricas a partir de la tabla hallada en el ejercicio 5 y de las
relaciones trigonométricas de la suma y diferencia de dngulos.

(a) tan (150°)
(b) tan (225°)
(c) sin(315°) = (e) sin (105°) =

(d) sec(660°) =

Graficar, aproximadamente, cada funcién trigonométrica. Indicar dominio e imagen de la funcién grafi-
cada.

(a) f1(z)=2sin(bx —m) (d) fi(x)=—sin(4x —7)

(b) fa(z) = bln( ) +2 (e) fs(z)=—3sin (—%x — 7r)
1

(C) fg (Cﬂ) = §COS <3$+§) -3 (f) f3 ((I;) = 2cos (—%gj—‘,-']r)

Resolver las siguientes ecuaciones en el conjunto de los nimeros reales sabiendo que 0 < z < 2.

(f) /1 —sin® () + sin (z) sec (z) = 1 + cot (x)

Demostrar las siguientes identidades.
(a) 1+ tan?(a) = sec?(a)
(b) 1+ cot?(a) = csc?(a)

1 1
(c) 1 —sin (« )Jr 1+ sin (@)

(d) tan (a) + cot () = sec () csc (@)

e) (tan (a)csc (@)? — (sin (a) sec (@))? = 1
)
)

= 2sec? (o)

(
(f cotz( ) = cos2(a) + (cot(a) cos(a))?

(g = sin?(a) cos?(a) 4 cos*(a)

sec2( )

(h) cot(c)sec(a) = cse(a)

En cierto momento del dia, un arbol de 50m de alto proyecta una sombra de 60m. Encontrar el angulo
de elevacién del sol en ese momento.

Un dirigible que estd volando a 800m de altura, distingue un pueblo con un angulo de depresion de 12°.
LA qué distancia del pueblo se halla?

Calcular el drea de una parcela triangular sabiendo que, dos de sus lados miden 80m y 130m, y forman
entre ellos un dngulo de 70°.

Calcular la altura de un arbol sabiendo que, desde un punto del terreno se observa su copa bajo un angulo
de 30° y si nos acercamos 10m en linea recta desde esa posicién, se observa la copa bajo un angulo de 60°.

En un tridngulo rectdngulo un cateto mide 4cm y el otro mide 2cm. Calcular su perimetro.

La diagonal de un rectangulo mide 60cm. Calcular su base y su altura sabiendo que, la altura es igual a
las tres cuartas partes de su base.

Desde lo mas alto de un faro maritimo, de 60 metros de altura, se observan un aviéon y un barco situados
en una misma vertical de manera que, el dngulo de elevacién del avién es de 25° y el dngulo de depresién
del barco es de 32°. Hallar:

(a) la distancia d, desde la base del faro al barco,

Trigonometria - 14
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(b) la altura h del avién sobre el nivel del mar.

;,Cual es la inclinacién de una escalera mecéanica si tiene una altura de 4 metros y la cinta transportadora
recorre una longitud de 75 metros?

Para fijar a tierra una antena de radioaficionado se deben utilizar al menos 6 cables que soporten su peso
y el viento sobre ella. Si la antena mide 78 metros y tres de los cables deben tener una inclinacién de 60°
y los otros tres 42°. Aproximadamente ;cudntos metros de cable se necesitaran? Considere que los cables
estan sujetos al punto mas alto de la antena.

Desde la cispide de un faro de 80 metros de altura se observan, hacia el oeste, dos botes con angulos de
depresién de 30° y 60°. Calcular la distancia que separa a ambos botes.

Un asta de bandera estd enclavada en lo alto de un edificio. Desde un punto situado en el suelo, a 12
metros del edificio, se observa el techo del edificio segtin un angulo de elevacion de 30°, y la punta del asta
segtin un angulo de elevacién de 45°. Calcular la altura del edificio y la longitud del asta.

Desde un punto A, situado en el suelo, se observa hacia el este el campanario de una iglesia segin un
angulo de elevacion de 30° y desde un punto B, situado en el suelo y en la misma linea que A, se observa
el campanario hacia el oeste segiin un dngulo de elevacién de 60°. Si AB = 100 metros, calcular la altura
del campanario.

Responder:
(a) (A qué distancia hay que colocarse de una pared para iluminarla, formando en ella un circulo de
40cm de radio, si tengo una linterna que refleja la luz con un angulo de apertura total de 40°7

(b) {Cudl es el drea del circulo que se forma en la pared si la alumbro con esta linterna desde 1 metro
de distancia? ;Y si lo hago desde 2 metros de distancia?

(¢) {Cudl es la relacién entre la distancia a la que estoy y el drea del circulo que se forma?

En una competencia de natacion dos rivales parten lanzandose al agua desde una balsa al mismo tiempo.
El primero nada a una velocidad de 6 *™/, y el segundo a 5 ¥™/,. Comienzan a alejarse entre si con un
angulo de 35°. Después de media hora de competencia el segundo nadador sufre un calambre. Determine
la distancia que recorrerd el primer nadador para ir en auxilio del segundo y el a&ngulo que deberd desviarse
respecto de su anterior trayectoria.

Un avién vuela a una altitud de 10.000 metros y pasa directamente sobre un objeto fijo en tierra. Un
minuto més tarde, el &ngulo de depresion desde el avidén para observar el objeto es de 42°. Determinar la
velocidad aproximada del avion.

Desde un punto A del suelo se observa una torre PQ bajo un angulo o = 31°. Se avanzan 40m en direccién
a la torre y se la ve, ahora, bajo un dngulo § = 58°. Hallar la altura h = PQ de la torre y la distancia de

AaqQ.
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Preliminares de Matematica

Facultad de Ingenieria - UNLPam

Resultados de los Trabajos Practicos

RESULTADOS DEL TRABAJO PRACTICO 1

Ejercicio 1:

1. -6 2. -23 3. -6

Ejercicio 2:

1. 6 2. -(a)? 3. (-a)
Ejercicio 4:
1.V 2. F 3.V 4.V

Ejercicio 5:

1. cociente 2, resto 1
2. cociente 6, resto 2

3. cociente -2, resto 2

Ejercicio 7:

1. 12=22.3

Ejercicio 10: mem(18,15,8) = 360

Ejercicio 11: mem(2,3,4)) = 12
Ejercicio 12: mecd(24,28,32) =4
Ejercicio 13: med(94,64) = 2
Ejercicio 14: mem(5,10,15) = 30
Ejercicio 18: le quedan 84 caramelos a Matias
Ejercicio 25:

1. F 3.V 5. F

2.V 4. F 6. V

Ejercicio 29:

1. 9-108 2.1,2-1076

4. 238

3. 7,43788 - 102

6. -16 7. -6

6. -a+ (b+c)

. cociente -7, resto 4
5. cociente -13, resto 3

6. cociente -20, resto 0

. —180=-1-22.32.5

9.V 1.V 13. F
10. V 12. V 4. F
4. 3,8592 - 10° 5.7,68-1078
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Resultados de los Trabajos Practicos

RESULTADOS DEL TRABAJO PRACTICO 2

e Ejercicio 1:

1 1
1 —— 1
40 5 73
1 2
-3 6. —=
3.2 7.0
_3
17

e Ejercicio 2:

1. o+ (z+1) =35 6. dx —1=75
1
2 % =372 7. 3(x+1) =51
. x+(r—1)=47
4 lo— g 8. 2x+1)=3x—-1)
5.2(x—1) =96 9. 3z +3(zx+1)=281

e Ejercicio 4:

1. A > 0 dos raices reales distintas
2. A < 0 no tiene raices reales

3. A =0 dos raices reales iguales

e Ejercicio 6:

az-(r+1)=32?—-216 g 2z (r+12) = 1610
ca?— L(z+1)?=3(x+7)+49
e (x+3) x=1258 i2?4(7—2)%=52

e Ejercicio 8: A =0,k =16++/2

e Ejercicio 10:

ar =2,x0=—-2,03=3,04=-3
C w1 =2,20=—2,25=12,14=—2
ez =V3,12=-V3

e Ejercicio 12:

ax>-—-3
ed3<r<y

gr <—1lxza>1
k z1<—-4,20>1
m x> —1,20 < -3

e Ejercicio 13:

al’lzg.’ﬂgz—%

e x1:2,:v2:—%
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Resultados de los Trabajos Practicos

RESULTADOS DEL TRABAJO PRACTICO 3

e Ejercicio 17: k1 = 2,ky = —

e Ejercicio 18:
ar=-3y=6
brx=-7y=38
cx="7Ty=-1
dz=3y=-1
erx=0y=-1
fe=1y=1

e Ejercicio 19: a = —-3,b=14

e Ejercicio 20: k = 72

e Ejercicio 21:
{ x +y = 2500
a
=3y

z+y =230
2 + 4y = 134

z+y =120
22 + 5y = 300

{
3
{ 22 + 2y = 58
{
{

b

d

4z + dy = 252
r=y+7

122 + 20y = 108
152 + 18y = 108 + 6

T =2y
& r—6=y+6

o}

f

e Ejercicio 29:

a P(x) = (v +3)

¢ P(z)=2(x+3)(z—3)

e P(x)=(z—1)2%x+1)?

g Plz)=(x+1)(x+3)(x—3

e Ejercicio 30:

a R(z) = (2> +1)(x — 1), Dom : R — {—1}

d R(z) = @

j R(z) = \/gxf,Dom : R —{5;-5;0}

5

,Dom : R — {3}
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Resultados de los trabajos Practicos

RESULTADOS DEL TRABAJO PRACTICO 4

Ejercicio 1:

1. 240° 2. 143°14/22,02” 3. 120°

Ejercicio 2:
™ ™ 5 5 ™

1. Zrad 2. grad 3. mrad 4. Zﬂrad 5. %rad 6. §rad 7. 4mrad
Ejercicio 3:

1. IV 2. 11 3. 1 4. 1 5. I1 6. IV
Ejercicio 4:

1. III, cos(a) <0 csc(a) <0 tan(a) > 0 cot(a) >0

2. Isin(a) > 0, cos(a) > 0,sec(a) > 0, tan(a) >0

3. Tese(a) > 0,cos(a) > 0,sec(ar) > 0,cot(a) >0
Ejercicio 6:

3 3 51 = =
1. cos(a) = g’ tan(a) = % 4. sin(e) =0, tan(a)=0
2 . =0, t = NoEuxist
5. sin(a) = gi tan(a) = 1 5. cos(a) =0, an(a) oExiste
: V3 1 , V2 V2

3. sin(a) = - cos(ar) = 3 6. sin(a) = 5 cos(a) = 5
Ejercicio 13: a = 39,8
Ejercicio 14: d = 3763
Ejercicio 15: A = 4888
Ejercicio 16: h >

ercicio 16: h = —

: V3
Ejercicio 17: P =6+ 2v/5
Ejercicio 18: b =48, h =36
Ejercicio 19: d =96,02, h =104,77
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